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Pour commencer, nous vous présentons trois sommes a connaitre :
— somme des premiers entiers : pour tout n € N*,

n
1
Zk:1+2+---—|—n:n(n;—);
k=1

— somme géométrique : pour tout g réel différent de 0 et de 1, et tout n € N,

nzl_anrl,

n
Y dF=14+q+@+-+¢q ;
l—¢q

k=0

— binéme de Newton : pour tous réels a et b, et tout n € N

(a+b)" = zn: <Z> a* bk,

k=0

Exercice 1
Soit 1 = 2, 9 = 5, x3 = 3, x4 = 4. Calculer les valeurs de

4 4

4 4 4 4
Zwi, 26, 22%, Z(:lcZ —3), Zx?, Z(az, —3)2
i=1 i=1 i=1

i=1 =1 i=1

Exercice 2

On fixe un entier n ainsi que des réels aq,...,an,b1,...,b, et A. Parmi les expressions suivantes,

lesquelles sont vraies?
n

(a) Z(A—Fai):)\—l—Zai;

i=1
(b) Z(ai +bi) = Zai +Zbi;
i=1 i=1 i=1

(c) i/\ai = )\iai;
i=1 i=1

(d) Z(albz) = Zai X sz,
=1 i=1

(e) i(aibi) = i [aiibi]



Exercice 3

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Parmi les expressions suivantes, lesquelles sont égales a n ?

Lesquelles sont différentes et pourquoi ?

n
DL

k=0

1

3
|

n2k_ n—1 ok n n n
1, Z? Zm ;k Zh, ;1, ;k

1 k=1 k=0

e
Il

Exercice 4

1. Démontrer la relation donnant la somme géométrique présentée ci-dessus de deux manieres : par
récurrence, puis en multipliant la somme par (1 — q).

2. En déduire la factorisation de a™ — b", ou n est un entier et a et b deux réels.
On pourra supposer que a # 0 et introduire ¢ = b/a.

3. Démontrer la relation donnant la somme S,, des premiers entiers présentée ci-dessus de trois

manieres :

(a) par récurrence;

(b) compléter : 25, = S, + S, = Zz + Zj hendley Zz + Z -+ ; interpréter graphique-
ment ;

(c) développer (k + 1)2 — k? pour k € {1,...,n} et sommer les relations obtenues.

4. (a) En utilisant & nouveau ce dernier procédé a partir de (k + 1)3 — k3, calculer la somme des
premiers carrés, c¢’est-a-dire, pour tout n € N2,

zn: K.
k=0

(b) (Réservé aux aficionados.) On note T I’ensemble des couples (7,7) de N? tels que
1<j<i<n.

i. Faire quelques dessins (n =1, n =2, n =3, n « grand »).

ii. Montrer que 'application

f: T — T
(t,7) — (n+1-ji—j+1)

est bien définie. Calculer j o fo feten déduire que f est une bijection.
7 n
vee o -2
iii. En remarquant que I'on a i= i et en utilisant f, calculer & nouveau i

1=1 j=1 (4,9)€T 1=1



