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Durée : 120 minutes. L’énoncé comporte deux pages. Le barème est indicatif.
Calculatrices, téléphones, ordinateurs et documents interdits.
Chaque réponse doit être soigneusement justifiée.

Exercice 1. (5 points)

1. On considère n événements X1, . . . , Xn−1 et Xn (n ≥ 2) dans un espace pro-
babilisé fini (Ω,P).

(a) Rappeler la définition de l’indépendance deux à deux de ces n évènements.

(b) Rappeler la définition de l’indépendance mutuelle de ces n événements.

2. On lance 2 fois une pièce de monnaie équilibrée et considère les événements
suivants :

A = � On obtient Pile au 1er lancer �,

B = � On obtient Face au 2ème lancer �,

C = � On obtient le même résultat aux 1er et 2ème lancers �.

(a) Modéliser cette expérience aléatoire par un espace probabilisé fini (Ω,P).

(b) Est-ce que A, B et C sont deux à deux indépendants ?

(c) Est-ce que A, B et C sont mutuellement indépendants ?

Exercice 2. (5 points) Soit Bn le nombre de partitions d’un ensemble à n éléments
avec B0 = 1. On appelle Bn le n-ième nombre de Bell.

(a) Donner toutes les partitions de l’ensemble {1, 2, 3}.
(b) Montrer que les nombres de Bell Bn satisfont la relation de récurrence :

Bn+1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk (n ≥ 0).

(c) Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramètre 1. Pour
tout n ≥ 1, soit bn = E[Xn] le moment d’ordre n de X. Soit b0 = 1. Démontrer
que

bn+1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
bk.

(d) En déduire la formule de Dobinski :

Bn =
1

e

+∞∑
k=0

kn

k!
(n ≥ 1).



Exercice 3. (5 points) Soient r et v deux entiers strictements positifs. On dispose
d’une urne contenant r boules rouges et v boules vertes. On pioche successivement,
sans remise, des boules dans l’urne jusqu’à épuisement du stock. On note à chaque
étape la couleur de la boule piochée. Pour tout n compris entre 1 et r + v, on note :

— Rn, l’événement � la n-ième boule piochée est rouge �,
— Vn, l’événement � la n-ième boule piochée est verte �.

(a) Modéliser cette expérience par un espace probabilisé fini (Ω,P). Calculer |Ω|.
(b) Établir une bijection de R1 à Rn.

(c) Calculer |Rn|.
(d) En déduire P(Rn) et P(Vn).

Exercice 4. (5 points) Une enquête marketing a pour but de vérifier si les cibles
potentielles seraient tentées par un nouveau produit. Il a été montré que 56% des
gens sont favorables au nouveau produit. Pour aller plus loin, on intérroge à nouveau
200 personnes.

(a) Quelle est la loi du nombre de clients potentiels X parmi les 200 ?

(b) Par quelle loi peut-on l’approcher ?

(c) Calculer P[X > 100] et P[100 ≤ X ≤ 150] à 10−2 près. On rappelle quelques
valeurs de racines carrées :√

49, 14 = 7, 01,
√

49, 21 = 7, 015,
√

49, 28 = 7, 02.

(d) On souhaite maintenant demander des précisions à un grand nombre de per-
sonnes favorables au produit, mettons 100 personnes. Proposer une taille n de
l’échantillon de personnes à interroger pour que notre échantillon contienne au
moins 100 personnes favorables, avec une probabilité supérieure ou égale à 95%.




