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8.1 Introduction

La statistique descriptive ou analyse des données a pour but de
résumer l’information contenue dans les données de façon synthétique et
efficace. Elle utilise pour cela des représentations de données sous forme
de graphiques, de tableaux et d’indicateurs numériques (par exemple des
moyennes). Elle permet de dégager les caractéristiques essentielles du
phénomène étudié et de suggérer des hypothèses pour une étude
ultérieure plu sophistiquée. Les probabilités n’ont ici qu’un rôle minieur.

La statistique inférentielle va au dela de la simple description des
données. Elle a pour but de faire des prévisions et de prendre des
décisions au vu des observations. En général, il faut pour cela proposer
des modèles probabilistes du phénomène aléatoire étudié et savoir gérer
les risques d’erreurs. Les probaibiltés jouent un rôle fondamental.
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Définitions

La statistique utilise un vocabulaire spécifique, tiré pour l’essentiel de la
première activité : la démographie.

population : c’est l’ensemble étudié ;
individus : ce sont les éléments de l’ensemble ;
échantillon : c’est un sous-ensemble de la population ;
effectif total : le nombre d’éléments d’une popolation ;
caractère : la caractéristique que l’on étudie ;
variable discrète : elle ne peut prendre que des valeurs ponctuelle ;
variable continue : elle peut prendre toutes les valeurs numérique
d’un intervalle donné.

Une population peut être une population humaine, mais aussi un
ensemble d’objets.
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Vocabulaire

population : en extension ou en compréhension ;
échantillon : l’effectif est le nombre d’éléments de l’échantillon ;
caractère : qualitatif (couleur, profession,..) ou quantitatif
(numérique) ;
modalité : une modalité est une des situations possibles pour un
caratère qualitatif ou un caratère quantitatif discret.
mode : le mode est la valeur du caratère correspondant au plus
grand effectif (ou fréquence relative).
collecte de données : la population étant ciblée, on effectue des
relevés des valeurs du caratère étudié : les N données peuvent se
présenter sous trois formes : individuelle ; individuelles groupées (on
renseigne que la valeur xi a été observée ni fois) ; groupées par
classes (dans le cas où les données sont trop nombreuses).
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8.2. Présentation des données

Considérons une population staistique de n individus décrite suivant un
caractère C dont les k modalités sont C1,C2, . . . ,Ck . Désignons par ni le
nombre d’individus présentant la modalité Ci : ni est l’effectif de la
modalité Ci et fi est sa proportion :

fi =
ni
n

On a donc
∑k

i=1 ni = n et
∑k

i=1 fi = 1.
Un tableau statistique revient à associer modalités et effectifs, voire
modalités et fréquences.
Généralement, un tableau statistique est traduit en graphe pour réaliser
une synthèse visuelle, donc à la fois rapide et simple. Les méthodes
utilisées, pour présenter les caractères de classes dans une population ou
échantillon, dépendent de la nature du caractère en question (qualitatif
ou quantitatif).
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Tableaux statistiques

Considérons les notes (de 0 à 20) obtenues par 9 élèves dans 4 disciplines
(mathématiques, physique, français, anglais) :

Elèves

MP 42
PC 16
PSI 38
PT 14
TSI 2

Classification suivant les filières des étudiants de première année d’une
école d’ingé.
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Caratère qualitatif : Le principe de la représentation des C.Q. est la
proportionnalité des aires aux effectifs. On utilisera couramment des
tuyaux d’orgue ou des secteurs. Les secteurs circulaires (camenberts) ont
un angle au centre proportionnel à l’effectif correspondant. Les tuyaux
d’orgue ont une base constante et une hauteur proportionnelle à l’effectif.
Dans les deux cas, l’aire est proportionnelle à l’effectif. Si chaque
modalité est représentée comme un disque, il convient de respecter cette
règle de proportionnalité de la surface.
Caratère quantitatifs : Si le caractère est quantitatif, on utilise deux
sortes de représentations :

diagramme différentiel : diagramme en bâtons qui représentent en
fonction des valeurs de xi et les fréquences fi correspondentes ;
histogramme ;
digramme intégral : courbe cummulatif
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Diagramme différentiel

Les variables discrètes ou les données qui sont groupées par classe, sont
souvent présentées en diagramme en bâtons ou en histogramme.
Pour faire l’histogramme, on utilise les notions suivantes :

limites de classe ;
bornes de classes ;
centres de classes ;
amplitudes de classes ;
effectifs de classes ;
fréquences de classes.

L’objectif reste de faire une représentation visuelle fidèle : l’aire d’un
objet géométrique est proportionnel à l’effectif de la classe d’il représente.
SI les classes n’ont pas toutes la même amplitude, il convient de ne pas
faire des barres d’histogramme de hauteur proportionnelle à l’effectif,
mais de hauteur proportionnelle à l’effectif divisé par l’amplitude.
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Courbe cumulative

Soit F (x) la proportion des individus de la population dont le caractère
est inférieur à x . Cette fonction appelée fonction cumulative ou fonction
de répartition est définie pour toute valeur x réelle. Elle est constante sur
chaque intervalle séparant deux valeurs possibles consécutives. Si les
valeurs xi sont ordonnées de façon croissante, et que xi ≤ x < xi+1, on a

F (x) =
i∑

j=1

fj

Par convention, on pose F (−∞) = 0 et F (+∞) = 1.
Si E = {x1, . . . , xn}, on a

F : x → 1
n

n∑
k=1

1]−∞,x](xk)
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Résumé des données

Qaund les données sont regroupées par classes, les classes sont résumées
en leur centre xI de façon à se ramener en données pondérées :

(x1, n1), (x2, n2), . . . , (xk , nk),

les ni sont les effectifs de xi , avec n = n1 + · · ·+ nk , et fi = ni/n sont
leurs fréquences.
Pour résumer les données statistiques, un certain nombre de paramètres
sont définis.

Définition
La moyenne, ou moyenne arithmétique,d’une variable statistique est la
somme pondérée des valeurs possibles par les fréquences :

x̄ =
k∑

i=1

fixi =
1
n

k∑
i=1

nixi
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Médiane et autres quantiles

Définition
Une médiane d’une variable statistique est telle que la part de la
population inférieure ou égale à la médiane soit d’au moins la moitié de
la population, ainsi que la part de la population supérieure ou égale à la
médiane.
Le quantile d’ordre α, avec 0 ≤ α ≤ 1, noté xα, est la solution de
l’équation :

F (xα) = α.

Par exemple, si on considère une population de 5 personnes décritèes
suivant la taille, et rangés par ordre de taille, la taille médiane est celle de
la troisième personne.
En général, la médiane M est la valeur de la variable statistique telle que
l’ordonnée de la courbe cummulative soit égal à 1

2 : F (M) = 1
2 .
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Quantiles les plus utilisés

1) la médiane : α = 1/2

La médiane partage la série statistique ordonnée en deux sous-ensembles
qui contiennent chacun (environ) la moitié des observations.
2) le quartiles α = 1/4 (1er quartile), α = 1/2 (2e quartile=médiane),
α = 3/4 (3e quartile)
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Quantiles les plus utilisés

3) les déciles : α = i/10, i = 1, 2, . . . , 9

Les 9 déciles partagent la série statistique ordonnée en 10 sous-ensembles
qui contiennent chacun (environ) un dixième (10%) des observations.

4) les percentiles : α = i/100, i = 1, 2, . . . , 99
Les 99 percentiles partagent la série statistique ordonnée en 100
sous-ensembles qui contiennent chacun (environ) un centième (1%) des
observations.
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Variances

Définition
La variance S2

n est définie par

S2
n =

1
n

k∑
i=1

ni (xi − x̄)2 =
k∑

i=1

fi (xi − x̄)2

La variance dite sans biais est définie par

S ′2n =
1

n − 1

k∑
i=1

ni (xi − x̄)2

d’où la relation suivante : nS2
n = (n − 1)S ′2n .

On pourrait penser que S2
n est un bon estimateur de Var(X ). Cependant

des calculs prouvent que cet estimateur est biaisé, l’espérance de S2
n est

toujours inférieure à Var(X ).
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Moments

Définition
Pour r ∈ N∗r , le moment d’ordre r , mr de X , est donné par :

mr := mr (X ) =
k∑

i=1

fix
r
i

Le moment centré d’ordre r est défini par :

µr := µr (X ) =
k∑

i=1

fi (x − x̄)r

Le moment d’ordre r est un estimateur sans biais du moment d’ordre r
de la v.a. sous-jacente : E(mr ) = E(X r ).
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Covariances

Définition
La covariance de deux variables statistiques X et Y est définie par

Cov(X ,Y ) =
1
n

∑
i

∑
j

nij(xi − x̄)(yj − ȳ)

=
1
n

∑
i

∑
j

nij(xi − x̄)yj

=
1
n

∑
i

∑
j

nijxiyj − x̄ ȳ

où n =
∑

i

∑
j nij .

Le coefficient de corrélation empirique est défini par

ρX ,Y =
Cov(X ,Y )

SX ,nSY ,n
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Régression linéaire

Soient X et Y deux caractères mésurés sur une mêm population. Lorsque
le nuage de points (xi , yi ) (i = 1, . . . , n) se forme autour d’droite, il est
raisonnable d’approcher la relation qui les lie par une fonction linéaire
(affine).
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Théorème
La droite de régression linéaire de Y par rapport à X est la droite
d’équation y = a(x − x̄) + b, où

a =
Cov(X ,Y )

µ2(X )
, b = ȳ .

Dém. On cherche a et b pour minimiser 1
n

∑n
i=1[yi − a(xi − x̄)− b]2, ce

qui revient à minimiser

Q(a, b) =
n∑

i=1

(yi − a(xi − x̄)− b)2

=
∑
i

y2
i + a2

∑
i

(xi − x̄)2 + nb2 − 2bnȳ − 2a
∑
i

yi (xi − x̄)
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Le minimum de Q est atteint lorsque sa dérivée s’annule :

∂Q(a, b)

∂a
= 0

∂Q(a, b)

∂b
= 0

c’est-à-dire

0 = 2anµ2(X )− 2
∑
i

yi (xi − x̄)

0 = 2nb − 2nȳ

On a donc b = ȳ et

a =
1
n

∑n
i=1 yi (xi − x̄)

µ2(X )
=

1
n

∑n
i=1 yixi − x̄ ȳ

µ2(X )

=
Cov(X ,Y )

µ2(X )
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Intervalles de confiance

Soit X un caractère (ou variable) étudié sur une population, de moyenne
m et de variance σ2. On chercher ici à donner une estimation de la
moyenne m de ce caractère, calculée à partir de valeurs observées sur un
échantillon (X1, . . . ,Xn).
La fonction de l’échantillon qui estimera un paramètre est appelée
estimateur. Son écart-type est appelé erreur standard et est noté SE.
L’estimateur de la moyenne m est la moyenne empirique

X̄n =
X1 + · · ·+ Xn

n
.

Que savons nous sur X̄n ?
1 E (X̄n] = m,
2 Var(X̄n) = σ2/n, donc SE(X̄n) = σ/

√
n,

3 X̄n → m quand n→∞,
4 quand n est grand, X̄n suit approximativement une loi normale
N (m, σ2/n).
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D’après les propriétés de la loi normale, quand n est grand (mettons
supérieur à 20), on sait que

P[m − 2σ/
√
n ≤ X n ≤ m + 2σ/

√
n] = 0.954
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Estimation par intervalle de confiance. La "fourchette"

Considérons un vote avec un assez grand nombre d’électeurs. Quand le
scrutin est clot, on commence à dépouiller les bulletins. Assez vite on est
en mesure de donner une estimation du résultat final. En pratique, on ne
donne pas une estimation numérique (telle liste obtient 18% des votes)
mais une fourchette, c’est-à-dire un petit intervalle dans lequel on estime
que le pourcentage exact figure.

La taille de la fourchette dépend de la confiance qu’on souhaite
avoir dans l’estimation.
On peut vouloir que la probabilité que le pourcentage exact d’une
liste soit bien dans la fourchette dépasse 0.95 (le niveau de
confiance).
Plus on exige un haut niveau de confiance, plus la fourchette sera
large.
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Estimation par intervalle de confiance

Notion d’intervalle de confiance Il est souvent plus réaliste et plus
intéressant de fournir un renseignement de type a < θ < b plutôt que de
calculer θ̂.
On cherche à determiner l’intervalle [a; b], centré sur la valeur numérique
estimée du paramètre inconnu θ, contenant la valeur vraie avec une
probabilité 1− α (0 < α < 1) :

P(a < θ < b) = 1− α

L’intervalle [a; b] est appelé intervalle de confiance, α le risque et
1− α le niveau de confiance.
Données de départ : l’échantillon et la connaissance de la loi de
probabilité du paramètre à estimer.
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Estimation par intervalle de confiance d’une proportion

Soit une population dont les individus possèdent un caractère A avec une
probabilité p. On dispose d’un échantillon de taille n, dont x individus
possèdent le caractère A.

On sait maintenant que la proportion fn = x/n est une estimation de
la valeur vraie p ...
Mais avec quelle confiance ?
On cherche donc à construire un intervalle de confiance de
l’estimateur.
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Estimation par intervalle de confiance d’une proportion

Soit une population dont les individus possèdent un caractère A avec une
probabilité p. La propotion fn = x/n est une estimation de la valeur vraie
p.
Principe

Soit Fn = 1
n

n∑
i=1

Xi . Fn est une v.a. construite comme somme de n

v.a. indépendantes de type Bernoulli et de paramètre p, i.e.,
Xi ∼ B(p).
La loi de Tn = nFn suit une loi binomiale B(n, p).
La loi de Tn tend vers une loi normale de moyenne np et de variance
np(1− p) (si np > 10 et n(1− p) > 10)
La variable renormalisée approche une loi normale contrée réduite :

Tn − np√
np(1− p)

∼∞ N (0, 1)
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Estimation par intervalle de confiance d’une proportion
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Estimation par intervalle de confiance d’une proportion
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Estimation par intervalle de confiance d’une proportion
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Introduction aux tests d’hypothèse : Jeu de Pile ou Face et
triche

Karl et Ronald jouent à Pile ou Face. Karl parie systématiquement sur
Pile et Ronald sur Face.

Au bout de 6 lancers :
Karl obtient 1 fois Pile
Ronald obtient 5 fois Face

=⇒ Cela vous semble-t-il suspect ?
Ils continuent. Au bout de 18 lancers :

Karl obtient 4 fois Pile
Ronald obtient 14 fois Face

=⇒ Cela vous semble-t-il suspect ?
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Introduction : Jeu de Pile ou Face et triche
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