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Sommes de Riemann et introduction au
calcul numérique d’une intégrale
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| Sommes de Riemann — 1° Théoréme

Considérons une fonction intégrable f : [a, b] — R.
Soit n > 1,

® Xo, ..., Xp une subdivision réguliére de [a, b] (Vk, xx = a+ k2=2),
e et ap, ..., ap—1, N points de [a, b] tels que Vk, ax € [xk, Xk+1]
alors
b—gan” 1 b
Sn=——— > flax) —— [ f()dt



| Sommes de Riemann — 1° Théoréme

Considérons une fonction intégrable f : [a, b] — R.
Soit n > 1,

® Xo, ..., Xp une subdivision réguliére de [a, b] (Vk, xx = a+ k2=2),
e et ap, ..., ap—1, N points de [a, b] tels que Vk, ax € [xk, Xk+1]
alors
b—gan” 1 b
Sn=— k;‘)f(ak) peed) f(t)dt

En particulier,

b—a =t b—a b
fla+k — f(t)dt

et




| Sommes de Riemann — 2° Preuve

» On admettra le résultat dans le cas général.

» Dans le cas ol f est continue, on peut démontrer le résultat en
revenant sur la preuve de |'intégrabilité de f.
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https://www.geogebra.org/m/z5dxygw9

| Sommes de Riemann — 2° Preuve

» On admettra le résultat dans le cas général.

» Dans le cas ol f est continue, on peut démontrer le résultat en
revenant sur la preuve de |'intégrabilité de f.
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» Dans le cas oil f est C! sur [a, b], on obtient une majoration
théorique de |'erreur

n—

/b Fode— 2 S ) <y L2

n 2n
k=0

o My = f'(t)].
ou My t?[iﬁ]‘ (2)]
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Il Intégration numérique — 1° Formules de quadrature

Soit f : [a, b] — R une fonction continue (ou méme C!, C2 ou plus
réguliére).
b
On cherche a approcher | = / f(t)dt par une somme S, de la
a

forme

n—1
Zwkf(ak)
k=0

ol n est un entier > 1, les wy sont des réels (poids de pondération)
et les ay des points du segment [a, b).



Il Intégration numérique — 1° Formules de quadrature

Soit f : [a, b] — R une fonction continue (ou méme C!, C2 ou plus
réguliére).

b
On cherche a approcher | = / f(t)dt par une somme S, de la

a

forme

n—1
Zwkf(ak)
k=0

ol n est un entier > 1, les wy sont des réels (poids de pondération)
et les ay des points du segment [a, b).

» |l s'agit alors d'estimer I'erreur d'approximation E, = |S, — |
suivant la formule de quadrature et la régularité de f.



Il Intégration numérique — 1° Formules de quadrature

Soit f : [a, b] — R une fonction continue (ou méme C!, C2 ou plus
réguliére).
b
On cherche a approcher | = / f(t)dt par une somme S, de la
a

forme

n—1
Zwkf(ak)
k=0

ol n est un entier > 1, les wy sont des réels (poids de pondération)
et les i des points du segment [a, b].

» |l s'agit alors d'estimer I'erreur d'approximation E, = |S, — |
suivant la formule de quadrature et la régularité de f.

» Remarque : les sommes de Riemann sont des formules de
quadrature.



Il Intégration numérique — 2° Méthode des rectangles

On considére une subdivision réguliére xo,. . .,x, de [a, b] et on pose
W =...=Wph_1= %. On obtient ainsi les formules de
quadrature suivantes :

n—1
> S, = ? >~ f(xk) (méthode des rectangles a gauche)
k=0

ici pour chaque k € {0,...,n— 1}, on a posé o, = x ;

> S, =522 5" f(x) (méthode des rectangles a droite)
k=1

n

ici pour chaque k € {0,...,n—1}, on a posé cvx = X1,

n—1
> S,=2 3 f (%) (méthode des rectangles au milieu)
k=0

ici pour chaque k € {0,...,n— 1}, on a posé a) = X”#



Il Intégration numérique — 2° Méthode des rectangles

On considére une subdivision réguliére xo,. . .,x, de [a, b] et on pose
W =...=Wph_1= %. On obtient ainsi les formules de
quadrature suivantes :

n—1
> S, = ? >~ f(xk) (méthode des rectangles a gauche)
k=0

ici pour chaque k € {0,...,n— 1}, on a posé o, = x ;

n

> S, =522 5" f(x) (méthode des rectangles a droite)
k=1

ici pour chaque k € {0,...,n—1}, on a posé cvx = X1,

n—1
> S,=2 3 f (%) (méthode des rectangles au milieu)
k=0

ici pour chaque k € {0,...,n— 1}, on a posé a) = XH#

Dans le cas ot f est C1, on a vu précédemment que pour ces trois
méthodes |'erreur E, = O (%)
On obtient mieux pour celle des rectangles au milieu si f est C2.



Il Intégration numérique — 3° Rectangles au milieu

Supposons f de classe C2 sur [a, b] et notons Mo = max |f"(t)].

te[a,b]
Pour chaque k, on utilise Taylor-Lagrange sur [xk, xk+1] en

= M# ©pour t € [xk, xk+1], il existe (¢ € [xk, xk+1] tel que

f(t) = f(Oék) + f/(()ék)(t — ak) + f”(2Ct)(t — Oék)z.

Xk+1
Comme / (t — a)dt = 0, on obtient ainsi
X|

k

Xk+1 Xk+1
/ f(t)dt = (xer1 — xi)f(ak) + / (th)(t — oy )?dt
D’ou

/ fe)de— 22 (ock)' : / V”;Q)’(t ~ ol

k

My [k ) My, 1 b—a\® Msy(b—a)d
< = t— dt < —=x = x2 = .
—2/Xk (¢ =)t < 5= x 3% <2n> 2413




Il Intégration numérique — 3° Rectangles au milieu

Ainsi
n—1
E,— / F(t)de — 2= aZf<X"+Xk+1>‘
k=0
Xt b—a
(S ([ st 220
k=0
n—1 Xk4+1 _
< /+ F(t)dt — 272 F(ay)
k=0 """k n
% Mg(b—a)3
- 24n3
My(b—a)® 1
- 24 n?
donc



Il Intégration numérique — 3° Rectangles au milieu

Ainsi
n—1
E,— / F(t)de — 2= aZf<X"+Xk+1>‘
k=0
Xt b—a
(S ([ st 220
k=0
n—1 Xk4+1 _
< /+ F(t)dt — 272 F(ay)
k=0 """k n
% Mg(b—a)3
- 24n3
My(b—a)® 1
- 24 n?
donc



Il Intégration numérique — 4° Méthode des trapézes

On considére toujours une subdivision réguliére xp,. . .,x, de [a, b] et
on approxime l'intégrale sur chaque intervalle [xk, xx+1] par I'aire

du trapéze valant

On obtient ainsi la formule de quadrature

b—a i f(xk) + F(Xkr1)

S, =
n 2

k=0

Si f est C?, E, = O (%) (voir TP/TD).


https://www.geogebra.org/m/vamnxdmv
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Il Interpolation de Lagrange — 1° Polynéme d'interpolation
Théoréme
Fixons un entier d > 0 et deux réels a < b.
Soit f : [a, b] — R et ay,...,aq, d + 1 points distincts de [a, b].
Alors il existe un unique polynéme P de degré au plus d (polynéme
d'interpolation de Lagrange) tel que pour tout i € {0,...,d}, on
ait P(a;) = f(a,-).



Il Interpolation de Lagrange — 1° Polynéme d'interpolation
Théoréme

Fixons un entier d > 0 et deux réels a < b.
Soit f : [a, b] — R et ay,...,aq, d + 1 points distincts de [a, b].
Alors il existe un unique polynéme P de degré au plus d (polynéme
d'interpolation de Lagrange) tel que pour tout i € {0,...,d}, on
ait P(Oz,') = f(a,-).
Preuve

» Unicité : si Q est un second polynéme de degré au plus d
interpolant f en les mémes points, alors P — Q a au moins d + 1
racines distinctes (les «;) et deg(P — Q) < d, d'ou P— Q =0.



Il Interpolation de Lagrange — 1° Polynéme d'interpolation
Théoréme

Fixons un entier d > 0 et deux réels a < b.
Soit f : [a, b] — R et ay,...,aq, d + 1 points distincts de [a, b].
Alors il existe un unique polynéme P de degré au plus d (polynéme
d'interpolation de Lagrange) tel que pour tout i € {0,...,d}, on
ait P(Oz,') = f(a,-).
Preuve

» Unicité : si Q est un second polynéme de degré au plus d
interpolant f en les mémes points, alors P — Q a au moins d + 1
racines distinctes (les «;) et deg(P — Q) < d, d'ou P— Q =0.

X —qj
» Exist : ' od}b L= L
xistence : posons pour i € {0,...,d}, Jl;[’ py—
Notons que pour tout i # j, on a Li(c;) =1 et Li(cj) = 0.
d
Posons alors P = Z f(a)L;. Pour chaque j, P(oj) = f(oy) et
i=0

deg P < d.



Il Interpolation de Lagrange — 2° Méthodes simples

Supposons f : [a, b] — R intégrable. Pour P polynéme
d'interpolation de Lagrange de f en les points «y,...,aq de [a, b],

b b
on cherche a approcher / f(t)dt par / P(t)dt.
d a a

Comme P = Z f(cj)L;, on obtient la formule de quadrature
i=0
d

b
> wif(aj) oi w,-:/ Li(t)dt.

i=0



Il Interpolation de Lagrange — 2° Méthodes simples

Supposons f : [a, b] — R intégrable. Pour P polynéme
d'interpolation de Lagrange de f en les points «y,...,aq de [a, b],

b b
on cherche a approcher/ f(t)dt par/ P(t)dt.

d
Comme P = Z f(cj)L;, on obtient la formule de quadrature
i=0

d b
> wif(aj) oi w,-:/ Li(t)dt.
i=0 a

Phénomeéne de Runge : méme avec des fonctions trés réguliéres
(par exemple avec x +— H%) I'augmentation du nombre de points
d'interpolation ne constitue pas nécessairement une stratégie

adéquate d'approximation.



Il Interpolation de Lagrange — 3° Noeuds équidistribués

Pour la suite, on considére systématiquement des polynémes
d'interpolation en d + 1 noeuds équidistribués sur le segment

consideéré. '
» Cas du segment [0, 1]. Ici pour chaque /i, a; = 4. On réservera pour
la suite les notations Lo, L1, ...,Ly pour la base de Lagrange en ces

points et wg, wi,...,wq pour les valeurs de leurs intégrales sur [0, 1].



Il Interpolation de Lagrange — 3° Noeuds équidistribués

Pour la suite, on considére systématiquement des polynémes
d'interpolation en d + 1 noeuds équidistribués sur le segment

consideéré. '
» Cas du segment [0, 1]. Ici pour chaque /i, a; = 4. On réservera pour
la suite les notations Lo, L1, ...,Ly pour la base de Lagrange en ces

points et wg, wi,...,wq pour les valeurs de leurs intégrales sur [0, 1].
> sid=1,onawy=uw; =5 (a vérifier en exo)
et wy = 5 (également a vérifier en exo)

Q=N

> sid=2,onawy=wr =



Il Interpolation de Lagrange — 3° Noeuds équidistribués

Pour la suite, on considére systématiquement des polynémes
d'interpolation en d + 1 noeuds équidistribués sur le segment

consideéré. '
» Cas du segment [0, 1]. Ici pour chaque /i, a; = 4. On réservera pour
la suite les notations Lo, L1, ...,Ly pour la base de Lagrange en ces

points et wg, wi,...,wq pour les valeurs de leurs intégrales sur [0, 1].
> sid=1,onawy=uw; =5 (a vérifier en exo)

Q=N

> sid=2onawy=w; = ¢ etw =3 (également a vérifier en exo)

d
On a tOUjOUrS Z Wwj = 1. (Il suffit de remarquer que Lo + Ly + ...+ Lg =1)
i=0
» Cas du segment [a, b]. Ici pour chaque i, a; = a + ibga . On peut
alors vérifier (exo en TP/TD), que les poids correspondants valent
(b — a)wo, (b — a)wl,. . .,(b — a)wd.
La méthode simple donne alors comme formule de quadrature :

> pour d — 1, (b a) 2L FB),

1

» pour d =2, ? [f(a)+4f <a—;— b) + f(b)].




Il Interpolation de Lagrange — 4° Méthodes composites
A d > 1 fixé, on considére xg,. ..,x, une subdivision réguliere de
[a, b] et on approxime |'intégrale sur chaque intervalle [xx, xx+1] par

I'intégrale du polynéme interpolateur en les d + 1 nceuds
équidistribués sur ce sous-intervalle.

On obtient ainsi la formule de quadrature

b—a 2 d X X
— Xkl — Xk
S, = p g _Ow,-f<xk+/+>.

- d
k=0 i




Il Interpolation de Lagrange — 4° Méthodes composites
A d > 1 fixé, on considére xg,. ..,x, une subdivision réguliere de
[a, b] et on approxime |'intégrale sur chaque intervalle [xx, xx+1] par
I'intégrale du polynéme interpolateur en les d + 1 nceuds
équidistribués sur ce sous-intervalle.

On obtient ainsi la formule de quadrature

b—a 2 d X X
— Xkl — Xk
S, = p g _Ow,-f<xk+/+>.

- d
k=0 i

» Pour d = 1, méthode des trapézes :

b—a T2 F(xi) + (X1
Sn=— > 5 :
k=0
» pour d = 2, méthode de Simpson :

b—a nt X + Xga1
Sn=—¢- > [f(xk)+4f <2+ + f(xkp1) ] -

k=0




Il Interpolation de Lagrange — 4° Méthodes composites
Si f :[a, b] = R est intégrable alors

d b
_ Xkl — Xk
> wj f (xk i ) . /a f(t)dt.

Sn:b_a n—1
n p—

k=0 i



Il Interpolation de Lagrange — 4° Méthodes composites
Sif:[a b] = R est intégrable alors

= Xk41 — Xk b
<Xk+ 4 )n—>+oo /a f(t)dt.

k=0 i
En effet : d b a1
— a X, — X
snzgw,-! p kz;)f<xk+/k+ldk>].

Pour chaque i fixé, les sommes de Riemann

b anil Xk Xk b
— f - /ftdt.
I e e~ ALLC.




Il Interpolation de Lagrange — 4° Méthodes composites
Sif:[a b] = R est intégrable alors
n—1

b
Xk+1 — Xk
<Xk+ 4 ) P /a f(t)dt.
k=0 i
En effet :

d n—1
b—a X — X
Sn = E w,-! - E f<Xk+lk+1d k)]
i=0 k=0

Pour chaque i fixé, les sommes de Riemann

Xk“ — %k ’ fF(t)dt
n—+00 a ’
Ainsi

d b anfl X X d b
) ——
;‘)w,-[ _ Zf(xk—H : )] S Zow/ (e)de

k=0




Il Interpolation de Lagrange — 4° Méthodes composites
Sif:[a b] = R est intégrable alors
n—1

b
Xk+1 — Xk
<Xk+ 4 ) P /a f(t)dt.
k=0 i
En effet :

d n—1
b—a X — X
Sn = E w,-! - E f<Xk+lk+1d k)]
i=0 k=0

Pour chaque i fixé, les sommes de Riemann

b—a Xk+1 — Xk b
. Zf( +i= >n_>+oo /a f(t)dt.
k=0
Ainsi
an 1 X X d b
+1*
Zw,[ Zf(x i )] S Zw,/ F(t)dt.
i=0 k=0 i= a
d

On conclut car > w; = 1.
i=0



Il Interpolation de Lagrange — 4° Méthodes composites

On observera en TP I'ordre de grandeur de |'erreur pour les

difféerentes méthodes :
1
» pour les méthodes des rectangles, si f est C1, E, = O () :
n

» pour la méthode des rectangles au milieu, si f est C?,

1
En:O ? ;

1
» pour la méthode des trapézes, si f est C2, E, = O <2> ;
n

1
» pour la méthode de Simpson, si f est C*, E, = O <n4>'
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