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Analyse 3

Feuille n°1 : Nombres réels

Inégalités et quantification

Exercice 1 Examiner la véracité des propositions qui suivent.
1.VeeR, (Ve>0,2<e)=2<0.

2.VzeR,Ve> 0, (x <e=a<0).
3.Ve>0,3INeN,VneN,(n>N =+ <¢

4. IN €N, Ve >0,YneN,(n > N = + <¢)

5. ¥(@,y) € (R, (z<y= 1<),

6. V(z,y) €[0,1] x [0,2], =10 < 22 —zy — 29> < 1.
7.V €] —3,-1[, Yy €]2,4[, zy > —6.

8. Vr €] —3,-1[, Iy €]2,4], xzy > —6.

9. Iz €] — 3, —1[, Yy €]2, 4], xzy > —6.

10. V(z,y) €] — 2,7[x] — 4, 1], —28 < zy < 8.

Bornes supérieures

Exercice 2 Déterminer (lorsqu’elles existent) les bornes inférieures et supérieures
ainsi que les maxima et minima de chacun des ensembles suivants :

1 1 1
<2} B:{:nEN*} ; C:{—
n n o p

D={-y@a*+1):z¢€ U[3,4[}.

A:{xER: :n,peN*}.

[—1,0] et y € [-2,—1]

Exercice 3 Soit A et B deux parties non vides de R telles que A C B et B est
majorée. Montrer que sup A < sup B.

Exercice 4 Soit I un ensemble non vide et (a;)ier, (b;)icr deux familles majorées de
réels.

1. Montrer que (a; + b;);cs est majorée et que sup(a; + b;) < supa; + sup b;.
iel iel i€l
2. L’inégalité précédente peut-elle étre stricte ?

Exercice 5 Soit f : [0;1] — [0;1] une application croissante.
1. Montrer que l'ensemble E = {z € [0;1]: f(z) <
2. Montrer que b = min F.

x} admet une borne inférieure b.

3. Montrer finalement que b est un point fixe de f.

Suites adjacentes, monotones, extraites, de Cauchy ...

n
1 1
Exercice 6 Pour tout entier n > 1, posons u,, = Z T et v, = uy, +

k=1

nn!’
1. Montrer que les suites (up)n>1 €t (vn)n>1 sont adjacentes.

2. Notons £ leur limite. Trouver un intervalle d’extrémités rationnelles, contenant ¢
et de longueur inférieure a 0,002.

3. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, vérifier que e = 1 4+ ¢ et en déduire
une valeur approchée rationnelle de e a 0,002 pres.

Exercice 7 Soit (u,)nen une suite de nombres réels.

1. On suppose que les suites extraites (usg)ren €t (Ugg+1)ken convergent vers la
méme limite. Montrer que (u,),eN est convergente.

2. Donner un exemple de suite telle que (uak)ken €t (u2r+1)kenN convergent mais pas
(un)nEN~

Exercice 8 Soit u une suite de nombres réels. On dit que A € R est une valeur
d’adhérence de u s’il existe une suite extraite de u qui converge vers A.

1. Déterminer les valeurs d’adhérence d’une suite convergente.

2. Déterminer les valeurs d’adhérences de la suite u définie pour tout n € N par
U, = (—=1)™.

3. Donner un exemple d’une suite qui n’admet pas de valeur d’adhérence.

4. Donner un exemple de suite divergente qui n’admet qu’une seule valeur d’adhé-
rence.

Exercice 9
Soit 0 < @ < 1 un réel et (u,)nen une suite vérifiant : Vn € N, |un+1 — Uy
Mountrer que (uy)nen est de Cauchy.

< a".

Continuité et continuité uniforme

Exercice 10
1. Pourquoi la fonction sinus admet-elle un maximum sur [0, 2] ?
2. Que vaut-il? Ou est-il atteint ?

Fixons un entier n > 1. Notons p I'unique entier tel que 7/2 € [2p/n,2(p + 1)/n].
3. Pourquoi p existe et est unique ?

4. Montrer que

max Sin e = Imax 4§ Sin — 1], Sin —_— .
0<k<n n n n



5. Expliquer pourquoi 7/2 ne peut étre le milieu du segment [2p/n,2(p +1)/n]. On 5. Soit (a,b) € R? avec a < b et f: [a,b] — [a,b] continue.

notera x,, Uextrémité la plus proche de 7/2. Montrer que f admet un point fixe.
On ad . 2k 6. Soit (a,b) € R? avec a < b et f: [a,b] — [a,b] k—lipschitzienne avec k €]0, 1.
n admettra que sin(z,) = ogll?%(n ) (a) Montrer qu’il existe un unique ¢ € [a, b] tel que f(¢) = £.

(b) On consideére la suite (uy,)nen définie par ug € [a,b] et, pour tout n € N,
. 1l < 1 Unt1 = f(un).
o??gn s n) = i. Montrer que, pour tout n € N; |u,41 — €| < klu, —¢|.

ii. Btudier la convergence de la suite (u,)neN.

6. Montrer que

sin(z,) —1 o 2k 1
7. Montrer que - 0 et en déduire que max sin | —|—-1=o| —|. . ) i ]
Tp — 5 N 0<k<n n n Exercice 16 Montrer que x — xIlnx est uniformément continue sur |0, 1].
2k 1 i
8. En utilisant Taylor-Lagrange, montrer que | max sin | — | —1| < —. Exercice 17
Osksn n 2n 1. Soit f:]0,1] — R uniformément continue. Montrer que f est bornée.

2. Redémontrer que x +— Inz n’est pas uniformément continue sur R .
Exercice 11 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f,g : [a,b] — R deux fonctions

continues. On suppose que pour tout = € [a,b], f(z) > g(x) > 0. Montrer qu’il existe Equivalents, développements limités

k > 1 tel que pour tout x € [a,b], f(x) > kg(z).
Exercice 18 On note, pour tout n € N, f,: R = R, .+ 2% + nz — 1.

Exercice 12 Soit f : R — R une fonction continue telle que lim f(x) = 400 et 1. Montrer que pour tout n € N il existe un unique réel u,, vérifiant u3 + nu,, = 1.
xr——00

lim f(z) = 40co. Montrer que f admet un minimum global sur R. 2. Justifier que la suite (u,)nen est une suite & termes strictement positifs.

T 3. (a) Pour tout n € N, calculer fp,41(un).
Exercice 13 (b) En déduire que la suite (u,)nen converge.
1. Montrer que pour tous réels positifs x et y, on a |[\/x — /y| < /|z — y|. 4. Déterminer la limite de la suite (un)nen-

2. En déduire que x — /Z est uniformément continue sur R, . 5. (a) Déterminer un réel a et un entier naturel non nul k tels que, lorsque n tend

a
vers +00, Uy ~ —-

. K a
Exercice 14 Dans la suite, on note pour tout n € N*, v, = —.
n
1. Pour z >0, calculer In(2z) —Inz. (b) Déterminer un équivalent de u,, — v, lorsque n tend vers +oo.

2. En déduire que x — Inz n’est pas uniformément continue sur R .
Exercice 19 Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.
Exercice 15 Soit k& un réel strictement positif, I un intervalle non vide de R et 1. Calculer le développement limité a 'ordre 3 en 0 de la fonction
f: I — R une fonction. On dit que f est k-lipschitzienne si pour tous z,y € I, on a
In(1+ x)
[f(y) = f(@)| < kly —|. g:]—1,4+o0[— R, s
1. Montrer que si f est k-lipschitzienne alors f est uniformément continue.
1 2. On consideére f: ] —1/2,+oo[— R, 2+ /1 + 2z — cosx — sinz.
1+ |z (a) Déterminer le développement limité & 'ordre 4 en 0 de f.
est uniformément continue sur R. (b) En déduire un équivalent de f en 0.

3. Supposons que f est dérivable sur I et que sa dérivée f’ est bornée. Montrer que 3. Si elle existe, calculer la limite suivante :
f est k-lipschitzienne.

2. Montrer que la fonction = + est 1-lipschitzienne sur R. En déduire qu’elle

. 2 1
4. En déduire que pour chaque a < 1, la fonction x — x® est uniformément continue lim ( 2 1 ) .
sur [1, +o0[. z—0 \ sin® x — CcosT



