Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2024-2025 1. Montrer que u,, et v, sont équivalentes.

Analyse 3 2. Etudier la nature de la série de terme général v,,.

3. (a) Pourquoi le théoréme sur les séries alternées ne s’applique-t-il pas a la série

Feuille n° 4 : Séries numériques - 9
de terme général u,, 7

(b) Montrer que la série de terme général u,, diverge.
Exercice 1 Etudier la nature des séries suivantes, puis calculer leur somme quand

C’est possible : (Indication : on pourra utiliser un développement limité de ¢t — T3 en 0)
1 on 4. Pourquoi le théoréme sur les séries dont les termes généraux sont équivalents ne
L. Z n+ 100 ; 8. Z e d. Z — s’applique pas pour > u, et > v, ?
n>0 n n>0 n>0 n'
n_. n Exercice 5 Soit f:[0,1] — R une fonction continue. On pose, pour tout n € N,
22 o LY 62 G pore £ 01
nzl nzl nzl Uy = (—1)" 2" f(z) dz. Pour tout n € N, on note S,, la somme partielle d’ordre n

0
de la série de terme général wu,,.

1
1. Pour tout n € N, justifier I'existence de / 2" f(x) dz
0

3 n2 nl
LY D P 9. :
nz>:1 57 + 2 Z:O en’ 7;0 (2n)! 2. Montrer que, pour tout n € N,
2 n > =
1 1 n3 1 1 —1)rgntl
10 . ; . ; x = ———  f(z) dx.
n>1 (n® +10)1/ ,gz nlnn Tgl (In2)" "oy 1+ 0 1+x /(@)
3. 1 : 7 Z 1 . 11 Z 1 . 3. Montrer que la série de terme général u,, converge et calculer sa somme.
n M ) . )
a1 = n(lnn)? 51 vn3+3
1\" 1 Inn Exercice 6 [Constante d’Euler]
4. Z (1 + n) ; 3. Z W ; 12. Z PR On consideére la suite (u,)p>1 définie, pour tout entier p > 1, par
>1 >2 >1
" " " 1 rta
Exercice 3 Etudier la nature des séries suivantes : p P L
1 . 3/ 1 . 2
I nz>:2 (Inn) ™0 > 6. 2;2 n nnJ_ri ; 11. R GV, On note, pour tout n € N*, H, Z — et S, Zup.
el n el
> =
n n 1
2. (=D : 7. (=1) Sl”JFl) . 12. Y (1 — CoS *) ; 1 1
nzzjz ninn "0 3 ’ n>1 " 1. Montrer que, pour tout p > 1, O<up<};—m.
3. 67\/217,1 1. 8 > e~V 13. %; 2. En déduire que la série de terme général u, converge et que sa somme 7y vérifie
n>1 ’ nzl nz1 0<y<1.
—1)"(n+1 1 1.
43 a.l;;:;;j_nln : 9. gl % ; 14. nz>:1 Vi1  Vn2il’ 3. Montrer que, pour tout p > 1,
n>1 nz Z
5 E 1 : s 10 Z ( n+43 )nlnn 15 E (1+ 1)n u 1/1 Y du
. = sin ; . ; . e— - . == .
! n Vv 2n WS 2n+1 i n P »Jo p+u
4. En déduire que, pour tout p > 2
Exercice 4
Onpose,pourn>2,un:iet,pourtoutn>1,vn: (71)71. 1 l—i <up<1 L—} .
B v+ (=) N vn 2\p p+1)~ "7 2\p—-1 »p



+oo
5. Pour tout entier n > 1, on note R, = Y Up.
p=n+1
Déterminer un équivalent de R, quand n tend vers +oo.

6. (a) Pour tout n € N*, déterminer une relation entre H,, et S,.

(b) Montrer que :
1 1
H, =1 = -).
nnt Y+ 2n +n—>0+<>0 (n)

1

7. P tout n € N*| T,=8,+——.
our tout n on pose + o+ 2

1
(a) Montrer que, pour tout n € N*, 0 <y — 1T, < 2n(n+1)

(b) Déterminer un entier naturel ng pour lequel T, est une valeur approchée de
7 a4 1072 prés.

Exercice 7 [Exemples de produits de Cauchy de deux séries]

—1)»
1. (a) Montrer que la série de terme général )

est, semi-convergente.

(=D"

(b) Montrer que le produit de Cauchy de la série Z ~——— par elleeméme di-

Jn

verge.

On pourra remarquer que pour tout entier n > 1 et tout entier k compris
entre 1 etn—1, on a k(n—k) < (n—1)=2.

n Vel

a
2. Soit a et b deux réels. On pose, pour tout n € N, a,, = — et b, = -
n! n!

(a) Montrer que les séries Y a,, et Y_ b, sont absolument convergentes.

On note ¢, le terme général de la série obtenue quand on fait le produit de Cauchy
des séries > ayp et Y by,.

(b) Pour tout n € N, calculer ¢, en fonction de n.

(¢) En déduire que exp(a + b) = exp(a) x exp(b).

3

Sl-

Exercice 8 Quelle est la nature de la série ) ﬁ ? Donner un équivalent de

k=1
quand n tend vers 4o0.

Exercice 9 Soit (uy,)nen une suite de réels positifs telle que la série de terme général
+oo
u, converge. Pour tout n € N, on note R,, = Z Uk
k=n-+1

1. Justifier que la suite (R, )nen est décroissante, convergente et déterminer sa limite.

. Montrer que, pour tout n € N,

STRi=n+1)R,+ Y kug.
k=0 k=0

En déduire que si la série > R, converge, alors la série Y, nu, converge.

n>0 n>0

. On suppose que la série > nu, converge.
n>0

(a) Que vaut (n+1)R,?

lim
n——4oo

(b) En déduire que la série de terme général R,, converge.



