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Méthodes énergétiques

1. Introduction
. Ressort

*  Dualité forces-déplacements

2. Energie de déformation élastique
«  Principe de conservation de I’ énergie
*  Travail des actions extérieures

*  Energie de déformation

3. Flexibilité
*  Matrice de flexibilité
*  Théoréme de Maxwell-Mohr
*  Théorémes de Castigliano
»  Systeémes isostatiques / hyperstatiques

4. Rigidité
*  Matrice de rigidité

Dimensionnement Des Structures 2




@©)IUT Lyon 1

1. INTRODUCTION
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@ IUTLvon1 1. INTRODUCTION

1.1 Energie de déformation d’ un ressort
A Ressort : Structure élastique linéaire

z
Etat initial Etat actuel
@)
m Zy
Pas de.: contact i;'> Q Equilibre statique
jeu
z m
Ressort : Masse :
Raideur K = 5000 N/m m=10kg
Longueur avide : z, = I m Hauteur initiale : z, = I m
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Mise en équilibre (état actuel) :

Actions m-g = K-‘Z—ZO‘
Poids de la masse m i L ‘Allongement’ du ressort
Déplacements ‘Z - Zo‘ = 7

Loi de comportement du ressort :

"F=KX"

Force du ressort ,

+—— Fitat actuel
Etat initial —— Energie ‘stockée’ dans le ressort
0 ‘Z B Zo‘ Allongement
Dimensionnement Des Structures 5
® IUTLyon‘! 1. INTRODUCTION

Energie potentielle de la masse :

Etat initial : wy" :1/2.m.g.zo
Etatactuel :  W" =1/2-m-g-z
Différence : AW"™ =1/2-m-g-(Z—ZO)

AW™ =0,5-10-10-0,02 = 1Joule Diftérence
d’ énergie potentielle

Energie ‘stockée’
dans le ressort
Etat initial : W% =0 (sous forme élastique)

Etat actuel : 7R :%-K-(Z—Zo)2

Energie potentielle du ressort :

AW* =0,5-5000-0,02° = 1Joule

Dimensionnement Des Structures 6




@ETLBR&L 1. INTRODUCTION

Linéarité - Elasticité :

Z . @)
ZU m
jeu (@)
Z] m
Q
2.m
Z)
’ rl
Etat initial Etat actuel 1 Etat actuel 2 Etat actuel 3
Energie stockée
masse — Retour
- P p— a 1’ état initial
total I - I [ '
Dimensionnement Des Structures 7
@$w133&L 1. INTRODUCTION

1.2 Généralisation

Systéme considéré : Structure €lastique linéaire

Ressort ~ Structure élastique linéaire

Masse )  Actions extérieures

Energie stockée dans le ressort ~ Energie de déformation élastique
de la structure

Variation d’ énergie potentielle Travail ou énergie
de la masse ~ des actions extérieures

Dimensionnement Des Structures




@ IUTLyon1 1. INTRODUCTION

1.3 Dualité Forces-Déplacements

Exemple : structure plane

0 Inconnues
. 0 Statiques :
P - P —_— XA

N
aQ
o]
O

<
<

SNNAN

Z Ve Inconnues
Cinématiques :

a‘; = Tt QZC HzB vC

N, L L O.c

zB

Dimensionnement Des Structures 9

Sriyent 1. INTRODUCTION

A Méthode des forces

1. Inconnues primaires : statiqgues
(actions extérieures sur la structure réactions aux limites)

o  Calcul des 4 inconnues statiques: X | Y Y, , N,

2. Inconnues secondaires : cinématiques
(déplacements)

o  Calcul des 3 inconnues cinématiques : V. , ch R (923

Méthode de Maxwell-Mohr (charge unit¢)
M¢éthode de Castigliano

Dimensionnement Des Structures 10




@i 1. INTRODUCTION
A Méthode des déplacements

1. Inconnues primaires : cinematiques
(déplacements)

o  Calcul des 3 inconnues cinématiques : V. , ch , (923

2.  Inconnues secondaires : statiques
(actions extérieures sur la structure réactions aux limites)

o  Calcul des 4 inconnues statiques: X' Y Y, , N,

Méthode du déplacement unité
Méthode des éléments finis

Dimensionnement Des Structures 11
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2. ENERGIE DE
DEFORMATION ELASTIQUE
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Quryont 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.1 Principe de conservation de 1’ énergie

2.1.1 Hypotheses

Etat initial

Etat actuel

» Déformation isotherme (effets thermiques négligés)
* Dissipation interne négligée (amortissement)
» Action extérieure appliquée lentement (temps infini — effets d’ inertie négligés))

Dimensionnement Des Structures 13

©wriyont 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.1.2 Principe de conservation de | 'énergie

w., = W

ext def

« Emmagasiné »
« Stocké »

Travail des Energie de
actions extérieures déformation élastique
appliquées au systeme :> (travail des forces de cohésion)

Dimensionnement Des Structures 14




Onwriyons, 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.2 Travail des actions extérieures

B

2.2.1 Travail d "une force 7) _ 6
.4 Etat initial " P=0 )
Z_ ................. , Etat initial

. - Z
7 L B D _

| z NP

: . ' B’

A Etat actuel i P ,
; : Etat actuel

| B | B’

! 5 i

P & D nesontpas
Forcément colinéaires

P : Force appliquée au point B

=

l_j : Déplacement du point B

Dimensionnement Des Structures 15

Qwriyon1 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

Relation force / déplacement

dw,, = P-dD
P o
P, P-dD
P+dP
P ]
0 D

Dimensionnement Des Structures 16




Quriyon 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

Synthése : travail d’ une force extérieure

- —

w P-D en Joules (J)

1
extzi.

Force appliquée en B (N) ﬁ L Déplacement correspondant (m)
(seul le déplacement // & P est intéressant)

_—

Remarque B _ ﬁ’. W, = % ) ]_5 .D Produit scalaire
D =Dy +D 1 =
o 2 TP = LD o D)
Etat initial -~ ~ 2
/ ; P 1
. B Wm — 5 P . DH
Etat actuel 1 T
VVext = 5 ) [P] | [D]
Dimensionnement Des Structures v
Quriyont, 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.2.2 Travail d "un couple

7 Etat initial C=0
Z A B

24 Ftat actuel C : Couple appliqué au point B
@ : Rotation du point B

Par analogie avec § 2.2.1:

w =—.C -0 en Joules (J)

|
ext 5

Couple appliqué en B (N.m) ﬁ L Rotation correspondante (rad)
(seule la rotation // a C est intéressante)

Dimensionnement Des Structures 18




Q@uriyont, 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.2.3 Travail d "une charge répartie

—

q : Force linéique appliqué

4 Etat initial q= 0 sur la poutre (N/m)
| 4 . B 1

E dszz-q-dz-x

C #
sz‘[%-q-x-dz
w =%~q-jx-dz
——

Aire sous la déformée

w _l.q.S en Joules (J)

ext

2
Charge linéique (N/m) i L Aire sous la déformée (m?)
(pas de signification physique)

Dimensionnement Des Structures 19

Quriyont, 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.2.4 Superposition
Wi = W, wa =3 —[p]" ]
i=1 i=1

’ . r. . r \
n . nombre d "action extérieures appliquées a la structure

Exemple

Dimensionnement Des Structures 20




Quriyon 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.3 Energie de déformation élastique
2.3.1 Energie associée a une contrainte normale

Cube élémentaire : dx x dy x dz
Face avant : O.. constant

!

z dy Force: o -dA
dx / e | o, -dy-dz
Adx / g N & Déplacement : Adx = £ dx
’ 1
—  ¢r-1-=" |
: » : ’| Avec: deef = dWext
O 7/ —
Sl 1
/—-——-" dWw,, =—-0,-6,-dV
¥ 2
Dimensionnement Des Structures 21
Quriyont, 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE
2.3.2 Energie associée a une contrainte tangentielle
Cube élémentaire : dx x dy x dz Face droite: ¢, constant
2 dy Force: O, -dA
I o, dx-dz
— Déplacement: Adx =y _ -dy
dx / ==~ Y
~4-__7! Avec: dW,. = dW
dz [ 1% vee def ext
0
1 o 1
: ! Y deef :anj/xde

~~~
~
~

=1

Dimensionnement Des Structures 22




Q@uriyont 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.3.3 Cas genéral : énergie associée a un état de contrainte 3D

Etat de contrainte : o Etat de déformation : &
3 contraintes normales 3 déformations normales
3 contraintes tangentielles O 3 distorsions €2
O3 €33
lo]= [e]=
O Y12
O3 723
| O3 | 731
o .. 1 T
Théoréme de superposition : def =_. [G] . [5] dV
¢ 2
_— 1 T
Intégration sur le volume : w, gy = = I [O'] [g] dV
2
Dimensionnement Des Structures 23
Quriyont 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

Prise en compte de la loi1 de comportement (Hooke) : [8] = [C ]_1 . [O']

W =5 0,1 C] olav

1 -v —v 0 0 0 |[o,]

-v 1 —v 0 0 0 0,

1 |-v —-v 1 0 0 0 Lo}

[011 Oy O3 Op Op (731]'5' 0 0 0 2(1+V) 0 0 Gi
0 0 0 0 20+v) 0 o

0 0 0 0 0 20+v)| oy

Dimensionnement Des Structures 24




’Lf WTLyon 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE
o — V(G +0 )_

cl” 1 2 T 033
[O-] [ ] [ ] Oy _V(O'33 ""611)
O3 _V(O'n +O—22)

1
= [(711 O,, O33 O), Oy 0-31]'5. 2(1+V)O'12

(1 T V)‘723
i (1 + 1/)0'31 |
- oo ot 2 e Lot vi)
- 7 Oy T 0, T 033 0110y T 00330330y, +5 Oy, 703+ 075
(o + ok ot )2 )
1 5 O TO0y +03;)=—\010y 70,033 +0330,
_. -dV
2 1
Vo | +— (0122 +os+ 0321)
G
Dimensionnement Des Structures 25
@utlyont 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE
2.3.4 Cas particuliers
2.3.4.1 Energie associée a une contrainte plane
Etat de contrainte : i o, | Etat de déformation : i & ]
2 contraintes normales 3 déformations normales
1 contrainte tangentielle O 1 distorsion €n
03;,=0 €33
lo]= l£]=
Oy, Y12
0, =0 V23 =0
_031: | _7/31_0_

26
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©wriyon 1 2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

Tnolok
Texoenence ¥

2.3.4.2 Energie associée a une poutre

Etat de contrainte : B T
1 contrainte normale
1 contrainte tangentielle 0, = 0
[o]=| 7~
O' =
O 1 = T
0, =0
0, =0
1 o’ 1’
=) (FTe S
Vo

27
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3. FLEXIBILITE
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3. FLEXIBILITE

3.1 Energie de déformation en fonction du torseur de section

3.1.1 Torseur de section

Dans les axes
. . ’ . .
principaux d  inertie

Dimensionnement Des Structures

Etat de contrainte :

O3

» Contrainte normale

N, M
— L .x, +

. —_— .x
A I, 5 "

Traction / ﬁ ﬁ ﬁ

compression

Flexion Flexion
autour de /I autour de /

29
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* Contrainte tangentielle

LM

13 y IG I
7, M

On; = i"'—3'761
A /e

Effort Moment
tranchant de torsion

Dimensionnement Des Structures

3. FLEXIBILITE

17 /[ Dans la section droite

~

30




@ IUTLyon1 3. FLEXIBILITE

3.1.2 Energie de déformation

1 o> 2
Wy == |—+—=|dV
2 E G
Vo
1 On reporte On décompose 1’ intégration

O < O3

rz<—gz e i J‘J‘()dA “
I

Termes constants  Termes fonction
dans la section droite ~ de x; & x;

Dimensionnement Des Structures 31
Owriyont 3. FLEXIBILITE
3 On 1dentifie
A= dA  Aire de la section droite
A
0, = x,-dA =0 Q, = Xx,-dA =0 Moments statiques
A A
I, = Xy -dA I, = X; -dA Inerties flexion
A A
. . . 2 2
1, = X, -x,;-d4d =0 I. = (x,+x,[)-dA
A A Inerties torsion
Section circulaire

32
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IUTLyon1 3. FLEXIBILITE

| o2 12
Wiy ==~ —+—|-dV
2 E G
VO
?1 : On reporte
Wdef =

2 2 2
I, M T, M
&_7MH .xI+M[ .xH 71—73')(:11 i+73.x1
A4 I, I, A I, A I,
+ +
VO

1 v
2 E G G
Dimensionnement Des Structures 33
© UTLyon 3. FLEXIBILITE
Wdif =
NV (M, Y (M, Y |
S| x|+ Ly,
I j 1 \Ca) U, I, ay
2 Ex"
Yo N M, x,+2 N, M, xH—2M’ M, X, X,
i A I, A4 1 I,-1, |
@2 : On décompose
2 2
I RN N R A dA |- dz
2 E \ A 2 E \ A
v L y
> A
_ (N 3) - dz 3 : On identifie
2-FE-A

Dimensionnement Des Structures 34




Quryen 1 3. FLEXIBILITE
A Energie de déformation pour une poutre

2 2 2 2 2 2
W, = J + Li + N; + M, + M + M; -dz
\2G4 2G4 2E4 2EI, 2EI, 2GI,

Remarque : , . , s
composante du torseur de section au carré
2
Charge
W = e ) — - |- dz
. 2 - Materiau - Inertie
'’ Elasticité du matériau : ’ ’<J L> '’ géométrie section droite :
E si contrainte normale A si force
G si contrainte tangentielle I sicouple
Dimensionnement Des Structures 35
Owriyont 3. FLEXIBILITE

A Energie de déformation dans un treillis
Principe de superposition :

nb poutres

Wir = E W;ef

Dimensionnement Des Structures 36




@ IUTLyon1 3. FLEXIBILITE

3.1.3 Corrections éventuelles a apporter

3.1.3.1 Cas du cisaillement

L T, T, T

1 o/

— > & —>
A @ A Aire réduite par rapport a 1" axe 11

Lb Aire réduite par rapport a 1" axe [

A Section rectangulaire A Section circulaire
1 1

A

NV
N

5 9
A = A = — A A = A - A
1 17 6 1 /A 1 O
Dimensionnement Des Structures 37
Owriyent 3. FLEXIBILITE

3.1.3.2 Cas de la torsion

F> Moment de torsion par rapport
au centre de cisaillement
M,

—X, —> X,

G ou ou

1
L> Moment d’ inertie de torsion

Centre de cisaillement : point par lequel il faut faire passer les efforts pour
qu’ il n’ y ait pas de torsion (si axe de symétrie : sur 1" axe)
Important dans le cas des profils minces ouverts

J=1 G Pour les sections circulaires
sinon -> formulaires

M .= M ; Pour les sections épaisses
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3.2 Méthode de Clapeyron
3.2.1 Définition

A Energie de déformation dans une poutre

72 72 2 M2 M2 M2
def ~ [ - oeat = + —+ L+ 3 |.dz
L

2GA 2GA 2EA 2EI, 2EI, 2GI,

A Travail des actions extérieures :

e — E——

1 = | —
whre=—.p.D WS =—.C -0
2 2
A Principe de conservation de 1’ énergie : W, = Wdef
Dimensionnement Des Structures 39
Owriyont 3. FLEXIBILITE
3.2.2 Exemple 1
a4 Etatinitial o 0 )i . A Torseur de section
a_f 3
4 5 N,
; L ! 7
i i P
VZ Etat actuel i P §
A B | B s 0 L
D
T, Ty M; My M;  : nuls
P : Force appliquée au point B
B : Déplacement du point B

Dimensionnement Des Structures 40




@©)IuT Lyon 1

A Energie de déformation

2 P2
Wy = N dz =| ——— |-
\2E4 2F A
P L
" 2E A4

0

A Conservation de 1" énergie

3. FLEXIBILITE

A Travail des forces extérieures

R ——

w -LP.D
2

-P-D

1
2

Relation effort — déplacement associé

P*-L -
I l.p.D Soit : P = E_A.D
2FE A 2 L
Dimensionnement Des Structures 41
Owrigont 3. FLEXIBILITE
3.2.3 Exemple 2

y @ C
B

PL C.L
Wdef - +
2EA 2FE1,

L, PL 0
—+ =
2EA 2FE1,

Méme démarche
que exemple 1

e lsy
2 2
1
—.C -6 +—-P-D
2

1 seule équation mais 2 actions & 2 déplacements associés

L> Clapeyron intéressant quand une seule action

Dimensionnement Des Structures
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© IUTLvon1 3. FLEXIBILITE
3.3 Méthode de Maxwell — Mohr

3.3.1 Matrice de flexibilité ou matrice de souplesse

3.3.1.1 Définition (exemple de référence)

P Configuration
2 actuelle

vy

Dl D2
Etat1:P,=1&P,=0 <ﬁjlb Etat2: P, =0& P, = 1

2 états unitaires

R P

S Jar

Dimensionnement Des Structures 43
® IUTL{on‘! 3 . FLEXIBILITE
A Notation —

fi o S

Déplacement en i <}J L> D1 a une action unitaire en j

A Principe de superposition (systeme linéaire)

Etatl:szl&P2:0 XP]

+ |Etat2:P,=0& P, =1 x P,

= | Configuration actuelle

fu xR Jfu x R
L> + fi, X B + fn x B
:Dl :D2

Dimensionnement Des Structures 44




@©)IuT Lyon 1

A Matrice de flexibilité

Sous' erme D, i
matricielle : =
D, le

Vecteur
déplacements
généralisés

3. FLEXIBILITE

£ ][R
ful LB

Vecteur
charges
généralisés

Généralisation a n actions extérieures sur une structure quelconque (linéaire) :

p = [P ]

Avec la matrice de flexibilité :
carrée (nxn)

7

Dimensionnement Des Structures

Su o S

ﬁ - aussi appelé coefficient d” influence

45
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3.3.1.2 Théoreme de Maxwell-Betti

3. FLEXIBILITE

. P] pUiS P2 .
Cgt}ﬁguratlon — Ou e Configuration
initiale : actuelle

P, puis P,
A P] pUiS P2

Total: W

Dimensionnement Des Structures

. P,
Energie stockée :

VVI :1/2'B'D11

* Puis P2
Energie stockée : |/, = 1/ 2-P, '(D22 _Dzl)

~1/2-P-D,, + 1/2-P,-(D,,~ D))

46




A P, puis P,
P Energie stockée: W =1/2-B,-D,,
*Puis P, Energie stockée : W,=1/2-F -(l)11 _Dlz)

Total : W =1/2°PZ'D22+ 1/2'P1'(D11_D12)

A Synthese
Energie de déformation actuelle indépendante de I’ ordre du chargement

W =1/2-B-D, + 1/2'Pz'(D22_D21) :1/2'Pz'D227L 1/2'])1'(1)11_1)12)
Soit : 1/2.P1.D12: 1/2'])2'D21

Pour P; & P, chargements unitaires : le = f12
Dimensionnement Des Structures 47
® IUTLyon‘! 3. FLEXIBILITE

Ja= 1

Déplacement projeté Déplacement projeté
sur P, di a P, unitaire sur P; di a P, unitaire
P =1
. Ja

Y

A Généralisation

La matrice de flexibilité est symétrique

fy= 5 [r]=1r]

Remarque : résultat valable pour toute structure linéaire (pas seulement poutres)
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3. FLEXIBILITE
3.3.1.3 Exemple

vV, B
2 3 2
Mf, =E-1,-° VIZ(Z) v(L)=P—— yc.E
3-E-I, 2-E-1,
v (2) > B ;
6, ==/ 0,(L)=P +C——
dz 2.E-I,  E-I,
— 3 ) —
Soit : v, L L P
_|3E1, 2E1,|
0 L = C
w1t \2E1, E-I, |
Dimensionnement Des Structures 49
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3. FLEXIBILITE

3.3.2 Travail des actions extérieures en fonction de la matrice de flexibilité

nb actions

nb actions
1
W:E SBD & D= E fy P,
j=1

i=l1

Sous forme matricielle :

/4

L= Pl & Dl

Soit :

W= [PV [P

Dimensionnement Des Structures
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3. FLEXIBILITE

@©)IUT Lyon 1

3.3.3 Calcul des termes de la matrice de flexibilité

3.3.3.1 Exemple de référence
Configuration
initiale

N

)

o

N>

~ fhl
Wl

Etat unitaire 2

Etat unitaire 1

P=0  P=1

P=1 P,=0

s

Dimensionnement Des Structures
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@©)IuTLyon 1

A Principe de linéarité & de superposition

M, :(MI )1 B+ (MI )2 b,
Moment fléchissant

Moment fléchissant
Etat unitaire 1

config. initiale

A Energie de déformation

2
W, = M, -dz
. 2E1,

)t e [ )E

Wdef= A dz + P,
J2EI, J2EI,
+2P P - (M”)l'(M”)Z-dz
), 2E15,

52
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@ IUTLyon1 3. FLEXIBILITE

A Travail des forces extérieures

7, =P [/} P]
eyt )

avece ﬁz :ﬂl

1
W _PZ f11 +P2 fzz_ 1P2f125

Dimensionnement Des Structures 53

1};; IuT Lyon 1 3 . FLEXIBILITE

A Identification

=
I
h
<
S
&

ET,
[ )
fzz—J‘L EI}HZ dz
flzz-“ (MII)I (Mn)z dZ
. El,

Dimensionnement Des Structures 54




© IUTLyon1 3. FLEXIBILITE

3.3.3.2 Geéneéralisation

(T,)i-(T,)j+(1},)i-(7},)j+(N3)i-(N3)j
flj:-"L +(M1)i'(M1)j+(M11)i'(MH)j+(M3)i'(M3)1 “

Analogie avec I’ énergie stockée dans une poutre, mais ici :
1
A « Pas de facteur 72
* Les efforts internes sont calculés pour une charge unitaire

( X ); : effort interne pour état i unitaire

Dimensionnement Des Structures 55
Quriyon 3. FLEXIBILITE
3.4 Méthode de Castigliano
3.4.1 Exemple de référence  p P
! 2 Configuration
actuelle

Maxwell — Mohr :

D | | /i flz_. P W :l[}jl Pz]|:f“ ﬁ2:||:])l:|
Dz B f21 fzz_ Pz - 2 f21 f22 Pz

1 : 1
Wei=7[PL-UHPL | Wi =2 B+ oo BBt S B
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3. FLEXIBILITE

1 1
Wexzza'fn'Plz +f12'P1 Pz "'E'fzz'Pzz

A Premier théoréme de Castigliano

D1:f11'P1 +f12'P2

D2=f21-P1 +f22'P2

A Deuxieme théoreme de Castigliano

o, oW,

Dimensionnement Des Structures

D, =

D2 — ext
OP,

oW,

ext

flz:@Pl aPz

57
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3.4.2 Generalisation

A Premier théoréme de Castigliano

Détermination oW
des déplacements Dl_ — ext
oP

A Deuxieme théoreme de Castigliano

Détermination 82W
des termes de flexibilité fl —_ ext
OP, P,

Dimensionnement Des Structures

3. FLEXIBILITE

L’ énergie de
déformation est

1" énergie réelle
(pas une énergie
calculée pour des
¢tats unitaires
comme avec
Maxwell — Mohr)

58




3.4.3 Exemple P E
Va B Q
A . n
- " \.\911
AB =1L v, |

A Dé¢termination des efforts internes

C
P(L-z)
P C
M 1l M I
0 L 0 L
Moment fléchissant da a P Moment fléchissant da a C
Rq: efforts tranchants négligés
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A Energie de déformation

C((mr e mE)
War = el |“
0 /i

] ().

L
L (P(i-2f +C*+2PC(L-2))-do

“T2EL ),
W, —— [—lPZ(L—zYT+[—PC(L—2)2]L+[C2 2]
“ 2EI | 3 . ° ’
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;PzL3 +PCL*+C*-L

W, . =
“ 2EI,
A Déplacements
b W _ PL s cr 0 - Me _ PL LCL
" ep 3EI, 2EI, " ec 2EI, EI,
A Matrice de flexibilité
/4 B .
£, = aTgxt 2 v, L r P
7= OW 3.E-1I, 2-E-I,
12 = =
e oP oC ) 12 L -
Jn = acix’ " _Z'E'IU E-1,
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3.5 Systémes hyperstatiques

3.5.1 Systeme hyperstatique externe

A Systéme hyperstatique externe

Nombre d ‘inconnues de liaison supérieur au nombre d ’équations de la
statique
A Principe de résolution

* On « casse » des liaisons afin de se ramener a un systeme isostatique

* Pour chaque degré de liberté introduit (ou degré de liaison « cassé »), on
introduit une charge genéralisée

si ddl translation -> force

si ddl rotation -> couple

* On écrit que les déplacements des degrés de liberté introduits sont nuls
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A Exemple

* On « casse » 1" appui en B

=
(par exemple)
* On introduit une force P

* On écrit que le
déplacement en B est nul

v

NANNNNY
N
S
5
Il
=
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© WTLyon 1 3. FLEXIBILITE

3.5.2 Systeme hyperstatique interne

A Systéme hyperstatique interne

On ne peut pas calculer les composantes du torseur de section

A Principe de résolution

* On « coupe » des poutres

* Pour chaque coupure, on introduit un torseur (une force et un couple) a
chacune des extréemités coupées & On écrit que les torseurs introduits sont
0ppOSés

» On raccorde les extremités coupées en écrivant que les déplacements y sont
egaux
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A Exemple

~P B
— .
14 5 *On «coupe » en A
' * On introduit un torseur en A’
&A, ’
* On écrit que les déplacements
enA’ etA’’ sont égaux
-4 1_3’ I
— — —_— —
A ’ '/V
. / A s
P
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4. RIGIDITE
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4.1 Flexibilité et rigidité d’ une structure : _ p
A Matrice de flexibilité de la structure z
P D v
p]=lr 1P ] | p
— — — — M 3
D, A ~ JAN : Y
X = N a0
D2 ]32 Dy = MM,
. . fi RS ﬁ .
_D n | _Pn i [ f ] =| fl-j Maxwell-Mohr
Déplacement Charge f e f ou Castigliano
(translation, (force, couple) nl nn
rotation) fij - déplacement genéralis€ D; provoque

par une charge P; unitaire seule

Energie de déformation

1 T Ex i foncti ' ibilité
_ . ' pression en fonction de la matrice de flexibilite
Wit = 7 [P] [f] [P] & des charges extérieures

67

Dimensionnement Des Structures

© UTLyon1, 4. RIGIDITE

A Matrice de rigidité de la structure

On 1nverse la matrice de flexibilité :

P I=[r " [p ] k =[r ]

P =[x o ]

Ky, ky,
[K ]= : k; : k;j : Charge généralisée P, provoquée
k k par un déplacement D; unitaire seul
nl nn

Matrice de rigidité
Carrée (n x n) symetrique

68
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Energie de déformation

W=y [PV FHPL oo [PI=KHD)
.. =-(&}P)" [P

W, =~ D) K] [}k D] ave [K]=[K])

)
o [K]Lf1=]

1 T Expression en fonction de la matrice de raideur
w,,=—-D]"[K][D] Express
2 & des déplacements
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Quriyont 4. RIGIDITE
4.2 Méthode du déplacement unité (exemple)
K F,
7 -
g _________________________ QP . _,_’. ........... —_— 3
2y’ B C
@ L X L
tat 1
, Xl - 1 X2 = O
7
k21 {E}:{ku k12:|.|:X1
Etat 2 F, ky, ky||X,
3 X, =0 X, =1
2 o ¢=r>
klz k22
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Rigidité en traction / compression

4. RIGIDITE

Z F g 7 F
. —— = YVVV\—
’ L X X
K
F*- L
“ 2E A4 F=K-X
1
W ==F-X r_t4
2
o4
L
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Owriyony 4. RIGIDITE
Etat 1 Y 1 ¥ 0
Z ;—b - FI - kll
7 O—
7 Fz = kZl
k11 kzl
PNAAAAAAN
kll k21
Soit : k. = E_A De méme, état 2 : i E_A
11 22
L L
E A E A
S et

Dimensionnement Des Structures
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i 4. RIGIDITE
Syntheése . .
F F
7 .
g _________________________ _=r> _______________ _hr» ........... —_— 3
A B — Cr—
X, X,

FEl Ea[1 -1][x

Dimensionnement Des Structures
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® IUTLyon‘! PLAN

Méthode des éléments finis

1. Introduction
»  Notion de maillage, d’ ¢léments finis et de nceuds
*  Degrés de libertés
*  Interpolation

2. Matrice de rigidité d’ un élément libre
»  Matrice d’ interpolation des déplacements
¢ Matrice d’ interpolation des déformations
*  Matrice des contraintes
*  Matrice de rigidité

3. MEF appliquée aux poutres
*  Sollicitations simples
»  Matrice de rigidité d’ un élément libre
*  Transformation des coordonnées par rotation du repere
*  Assemblage

4. Exemple
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1. INTRODUCTION
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1.1 Notion de maillage, d’ éléments finis et de neeuds

A Maillage de la structure : discrétisation de la structure réelle en éléments de
forme géométrique simple

Structure réelle continue Structure maillée

noeud
¢lément
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Elément n® 26 (triangle a 3 nceuds)
Constitué des noeuds # 15, # 21 et # 26

Charges extérieures et liaisons appliquées sur les nceuds du maillage

#21

#21 416

#26
#15

# 15 Neeud

® commun
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A Forme de 1" élément : fonction du milieu & mailler (dimension 1D 2D 3D)

1D : poutres
—>
La ligne moyenne @ Théorie des poutres
caractérise la géométrie
de la poutre, la section . N

droite devient un . . .
paramétre de I’ élément ligne moyenne Section droite

@ Discreétisation

*—o—0—0—0—00

2 té Elément :

« (?hame corn§t1tuee de |—|:{> P ® .
mailles (les éléments) » Segment droit
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2D : plaques
(idem : membranes,

coques, contraintes
planes, déformations
planes, problemes

axisymétriques) i

Théorie des plaque + discrétisation

La surface moyenne
caractérise la géométrie
de la plaque,

1" épaisseur devient un

paramétre de 1’ élément
L:> Eléments :

« Puzzle constitué de
pieces (les éléments) »

Triangle  Triangle Quadrangle
3nceuds 6 nceuds
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FAnoIoR
Texoonence ¥

3D : volumes

Cas général : tout le
volume est discrétisé

=
@ discreétisation

A |
L{> Eléments :

« Jeux de construction
Briques Lego ® »

Tétraédre Hexaédre
Dimensionnement Des Structures 81
Quriyont. 1. INTRODUCTION

=
recetience

Choix de la modélisation

Structure réelle

Modéle MEF
2D 3D

1D
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Tnolok
Texoonence ¥

1.2 Degrés de liberté
A Choix des déplacements

1D : poutres N2

Traction / compression

u(x)

1 degré de liberté par neeud

N,

Torsion N,

0.(x)

1 degré de liberté par neeud

Dimensionnement Des Structures 83

Owriyon1, 1. INTRODUCTION

recetience

Elément poutre complet

Ty

z 6 degrés de liberté par nceud
u : traction-compression v, 0, : flexion plane (x,y)
0, :torsion w, 0, : flexion plane (x,z)
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2D : plaques en flexion

3 degrés de liberté par nceud

1. INTRODUCTION

Dimensionnement Des Structures

|
y 9y3
W3
3/ >
2
Ny 00 x
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\\\\\\\\\\\\
ccccc
eeeeeeee

T

2D : plaques en membrane

2 degrés de liberté par neeud

1. INTRODUCTION

Dimensionnement Des Structures
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Quwriyen 1, 1. INTRODUCTION

3D : volumes

3 degrés de liberté par nceud
Seules les translation sont modélisées

y
X
Dimensionnement Des Sructures 87
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\\\\\\\\\\\\
Fexcanence e

A Reperes locaux et globaux

( X,Y,Z )
Repere global de la structure
(532

Repére local de 1’ élément

N
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1.3 Interpolation

A Problématique N,
1D : poutres P
0

Traction / compression

u(x)

N; .
u(x) Interpolation linéaire :
R ulx)=a-x+b
[15] |
Avec : ”(]Vl ) =U
u(P,) — u(N,)=u,
[88] R
N, P, N, X
Dimensionnement Des Structures 89
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A Interpolation polynomiale

Expression du déplacement dans 1’ élément fini en fonction des
déplacements aux nceuds. La fonction classiquement polynomiale est
conditionnée par :

* La dimension de 1" élément (1D, 2D, 3D)

* Le nombre de nceud de I’ élément

* Le nombre de degrés de libertés par nceud.

1D : poutres (milieu de dimension 1)
Polyndme fonction d’ une seule variable d” espace : x (position sur la ligne moyenne)

Nb Degré Interpolation Fonction
de terme  Polyndme
1 1 0 a,
X 2 1 Linéaire o +a,-x
x? 3 2 Quadratique o, +a, x+a,x’
x 3 4 3 Cubique o +a, xta, X ta, X
x? 5 4 4ieme degré o +ta, x+a, x +a, x +a - xt
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Retour sur |’ interpolation linéaire

y(x) ,
Yo

Y1

1. INTRODUCTION

Courbe a interpoler

Interpolation lin€aire
(par une droite)

Erreur induite

>

X Xy x
Equation de la fonction d interpolation : y(x) —a-x+b
: Y=
Avec : _ _ Soit : =
y(xl)_Jﬁ yi=a-x+b “ Y. — X
1 2
X, )= =a-x,+b
y( 2) Vo %) 2 b_yz'xl X, Y,
X — X,
Dimensionnement Des Structures 91
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@©)IuTLyon 1

Fonction d’ interpolation en fonction des déplacements aux nceuds :

y(x): M=V Y2 KT X N

X — X, X — X,

Ecriture « élément finis » de la fonction d’ interpolation :

J’(x):Nl(x)' N +N2(x)' Vs

Avec : _x-x,

Fonctions d’interpolation N 1 (x ) -
u

Fonctions de forme X, — X

N, (x)=

X — X,

Dimensionnement Des Structures
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2D : plaques, membranes... (milieu de dimension 2)
Polynome fonction de deux variables d’ espace : x ety (position dans un plan)

Polyndme complet

Triangle Nb Degré Interpolation
de Pascal de terme Polyndéme
1 1 0
, oy , 3 1 Linéaire
XXy oy 6 2 Quadratique
¥ Xy xw )y 10 3 Cubique
Xy ¥y owt oy 15 4 4ieme degré
o, +a, x+ao, -y InterpoAlation linéaire A
(polynéme complet)

a, +a, - x+a,-y+a, - xy+a; X+ g -y2 Interpolation quadratique
(polyndome complet)

O +0, X+ Y+, X Y InterpoAlatio.n bilinéaire
(polyndéme incomplet)
Dimensionnement Des Structures 93
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3D : volumes (milieu de dimension 3)
Polyndme fonction de trois variables d’ espace : x, y et z (position dans 1’ espace)

Polyndme complet

Triangle Nb Degré Interpolation
de Pascal de terme Polyndome
1 1 0
Xy z 4 1 Linéaire
x>y oz xy oz oz 10 2 Quadratique
¥y 2 oxt oy oz Xy Yz Z’x xz 20 3 Cubique

o +a,-x+ao,-y+a,-z Interpolation linéaire (polynome complet)

A+ X+ Y+, Z+: Interpolation quadratique (polyndome complet)

O XU Y A A X YAy Y 2 Ay 2 X

94
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2. MATRICE DE RIGIDITE
D’UN ELEMENT LIBRE

Dimensionnement Des Structures 95

Quriyens, 2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE

2.1 Matrice d’ interpolation des déplacements

A Objectif : interpolation du déplacement [u] d’un point £},  quelconque

dans I’ élément en fonction des déplacements nodaux [D e]
=4} o

Exemple : plaques en membrane (2D)

Ll
) D
e
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Qwriyen 2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE

u
v Interpolation linéaire :
[D e]: - io\;ﬂlelgzspar DDL ﬂl]:> )= “re ey
v, v(x,y)=a,+as-x+o,-y
U,
Vs | a, |
a,
Sous forme matricielle : u(x, y) 1l x y 00 0]|ey
L(x,y)}:{O 0O 0 I x y] a,
aS
| % |
Dimensionnement Des Sructures 97
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Parailleurs: 1, =+, - X, + s -,
Vi =a,+as-x +a ),
Soit - u, | [1 x, y» 0 0 0]«
12 0O 0 0 I x y||a
U, 1 x, v, 0.0 0|
vl 1o 0o 01 x »|la
U, I x, » 0 0 O0]]a
vi] (00 0 1 x5 y| ||

L{> Inversion de la matrice
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Qwriyen 2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE

On obtient :

[u]=[4]-|>* ] {u(x,y)}:{Nl 0 N, 0 N, 07]u,

[A] v(x,y) 0O N O N, 0 N;||v,
Matrice d’ interpolation U,
des déplacements

RER
Avec les polyndmes d’ interpolation :
N = (6 yi=x-3,) + (h-w)x + (5-x)y
1
(xz V3TV Xy T XYy T X Yy T X YT X 'yz)

N2 & N3 par permutation circulaire
Dimensionnement Des Structures 929
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2.2 Matrice d’ interpolation des déformations

Par dérivation de la matrice des déplacements [u] on obtient la matrice des

déformations [8]

[g] = [8] [u] [@] Matrice des opérateurs différentiels

Soit, avec u = A] [De]

]=[0]-[4] |

=[] [p*] ,

- Matrice d interpolation des
] déformations dans I’ élément
B]=[0] ]
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2.3 Matrice des contraintes

La loi de comportement permet décrire la matrice des contraintes [U ]
en fonction de la matrice des déformations [8 ]

Matériau linéaire €lastique isotrope : loi de Lamé

[(7] = [C] [g] [C] Matrice des constantes élastiques
- 1-v v 0 0 o ]
loi de Lamé “n 1-v 0 0 0 &
Cas général Ox I-v 0 0 0 €n
O3 | _ E o o o = RRRE
oy, (1+v)(1—2v) 2 12y 71
O, 0 0 0 2 0 723
SR o 0 0 0 o 122\l
L 2
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Soit.avee  [¢]= [B][D¢]
[o]=[C]e]
[o'] = [C ] [B] De] Contraintes dans I’ élément

interpolées en fonction des
déplacements aux nceuds

Matrice des Matrice

constantes d’ interpolation

¢lastiques des déformations
dans I’ élément
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Quriyon 2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE

2.4 Matrice de rigidité élémentaire

A Synthese des interpolations

Cours
¢lasticité
linéaire
- - _De] Interpolation
o dans 1" élément
[g =|B| De] en fonction des
ST ddl aux noeuds
u #l VVI' [G_: _C_'_B]'[De]
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A Energie de déformation dans 1’ élément en fonction des déplacement aux nceuds

Cours méthodes énergétiques O i
Avec O €2

Wiy = _I o] [e] lo]= o l£]= s
O 712

O3 723

| O3 | 731

—I— Interpolation dans I’ élément [8] = [B ] [De] [(7 ] = [C ] [B ] [De]

W,y = j [D<]"-[8]" -[c]" [B)[D*] a7,
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[De] Déplacements nodaux constants pour un élément,

/4

=Sl [ 81 (el Blav, [

~ |
Parailleurs: W, = %[DQ]T. k] -[p]

Matrice de rigidité élémentaire : [Ke] = I [B]T [C] [B] dV
v, ¢

Propriétés : - Symétrique

- Singuliére (déterminant nul, inversion impossible)

Explication physique : 1’ élément libre posséde des mouvements de
corps rigides, ¢ a d il peut se déplacer sans se déformer (rigidité
nulle donc flexibilité infinie).

105
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3. MEF APPLIQUEE
AUX POUTRES

106
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@uriyont 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES
3.1 Poutre droite a 2 noeuds - Sollicitations simples
A\ Traction — Compression
Théorie des poutres

=2t . []=[]-[] [@]:[ﬂ

0.=E-¢, [o]=[C]|¢] [c]=£]
Elément e #1 u (x) #2
— : —
e U,
erl Ui Po Fx2
X
Xy = L
|
Dimensionnement Des Structures 107
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Matrice d’ interpolation des déplacements [A]
2 nceuds, 2 ddl : interpolation linéaire
&,
u(x)=0t1 +a,-x |||]:> u(x): [1 x]-
o,
Avec les valeurs aux nceuds
Matrice 2 x 2
u = ”(0) =q 1 .
- permutation
u, = u(L) =0, T, L det Changement
Soit \ de signe

w1 1 0] (e a1 1L/ 0] xy
LJZL L]L‘j Irlll]\lff::rgon L‘jzz{_l I]LJ

Dimensionnement Des Structures
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Soit

des déplacements

|||]:> [ A] _ {1 XX :| Matrice d’ interpolation

109
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Matrice d’ interpolation des déformations [B]

1 | d
[5_ = d_ Matrice des opérateurs différentiels
X

[8]=[o][4]

des déformations

) [ B] — [_ l l} Matrice d’ interpolation

110
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice de comportement du matériau [C]

[c]=[£]

IC]=E

Dimensionnemen t Des Structures

Module d’ Young
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice de rigidité élémentaire [K e]

K|

K

]

, [B]"-[c][B]-a7.

e

Jy,
< [=1/L

A\E|-[-1/L 1/L|-dV
[y [l i

ﬁfE{;VL]E4/L 1/L)-av,

/L

[Ke] = E{ I/LZ _I/Lz}'JVedVe

Dimensionnemen t Des Structures
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Swriyent 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

[Ke]=E-[1/L2 _I/Lz]A-L

-1/ /I

]~ £:4.

-1 Matrice de rigidité élémentaire d’ une
1 1 poutre droite en traction compression

Relation efforts - déplacements

{H:ETA{; ﬂm 7 = [l

Matériau, longueur de 1’ élément, section droite de I’ élément

Dimensionnement Des Structures 113

Sriyent 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

A Torsion

Théorie des poutres ,
Rotation de la section située a 1" abscisse x
p 0 =0"x avec O'= Qmax /L
max
‘) L

u=0 AGP,
Zl — —_
0=0"x u
jul=| v
:(X,X,Z) _W_ i 0 i
G d [u]=| - x.z.0
GP, =p | x.y.0' |
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Swriyent 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Distorsion y=p: A

Loi de comportement (Lamé) 7 =G - Y

Elément e
#l #2
VYO Y
M, 0, P, M, 0,
X
Xy = L
|
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Matrice d’ interpolation des déplacements [A]

2 nceuds, 2 ddl : interpolation linéaire

H(x) =, X+, ) 0(x)=

Avec les valeurs aux noeuds

0 = 9(0) =
0,=6(L)=a,+a, L
Soit

6, 1 0|«
|:Hj:|:l L:|.|:aj Irll]\/f::rgon |:

Dimensionnement Des Structures

Idem traction-compression

e,

o=l )
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Swriyent 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Soit

6(x)=|1 x]‘{_ll/L 1/OLHZj

|||]:> [ A] _ {1 XX :| Matrice d’ interpolation

des déplacements
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Owriyont 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice d’ interpolation des déformations [B]

d
= -9' = ._6
y=p y=p /

[@] = . i Matrice des opérateurs différentiels
p dx

des déformations

> [B]: [_l l} Matrice d’ interpolation
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Owriyont 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice de comportement du matériau [C]

Cl=|G
[ ] [ ] Module de Coulomb
[c]=G
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Owriyent 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice de rigidité élémentaire [K e]

] = [ (8 [}l

e

e (—1/L
K| = : \G|-p-|-1/L 1/L|-dV
k)= ] o e obus vtlay

k] = [ o G{ I/L} [-1/L 1/L)-av,

1/L
2
d
) /2 -1/’ ~ jp o L&f—f
[K]: G- i ir J- prdv, L I,oul,
Inertie
de torsion
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Swriyent 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

k] = G‘{ 5 _I/LT-IG-L

-1/ 1/

[K e] d’ une poutre droite de section
L -1 1

G-I 1 =1 Matrice de rigidité élémentaire
= G .
circulaire en torsion

Relation efforts - déplacements

{gj ] %{-11 THZj [P] = [&<}[p°]

A

Matériau, longueur de 1’ élément, section droite de I’ élément
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Quriyon, 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES
A Flexion dans le plan xy (autour de z) -
PP= (u, v)
Théorie des poutres V1 ’ 0
u=-y-
d z
Exe = = v(x) dv
dx 92 = E
o, .=F-¢_ Gy . dv
x % u=-y &
Elément e
oo, "™ ol e V2.0
) u*\zl *\‘z( ) MZZ/ '\22 N
le ( , ’k_,
| # P #2 | pe
Fyl 0 F;/2
X
Xy = L

122
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Owriyont 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice d’ interpolation des déplacements [A]

2nceuds,4ddl & @ (X) = dv—(x) interpolation degré 3 cubique
’ dx

v(x)=a, +a, - x+a, ¥ +a, - x° *
a
> v(x)= [1 x x’ x3]- 0[2
3
| &, |

Avec les valeurs aux nceuds | vV, = V(O) =Q

v, :V(L):ac1 +a,-L+a, L +a, Yh
dv
=—(0)=«a
zl dx( ) 2
d
- —EV(L)zoz2 +2-a, - L+3-a,l’
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Quwriyony 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES
soit [y | [T 0 0 0]
6.1 101 0 0|]|a
v | |1 L I I||e
6, |0 1 2L 3| |e,]
o, | 1 0 0 0 |[v]
I >
a, 0 1 0 0 |6,

Inversion —

a | | =3/ -2/t 3 —iL ||y,
a,| | 2/0' Yyrr -2/ /I’ ||6,
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Swriyent 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

1 0 0 0 [
0 1 0 0 |6,

3/ 2L 32 L || v,
2/ rr -2/r /I |6,

D’ ou
v(x)z[l x x° x3]-

o
r r L I r r L L),

A 0

4 mis

Ir I L I’ rr I L I’
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Owriyont 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice d’ interpolation des déformations [B]

du dv _ d*v
E,.=— & Uu=—y -— soit E =—VpV-——
dx dx o dx?

dZ
[@] = |:— Y- ? Matrice des opérateurs différentiels
X

[8]=[0]-[4]
o35 (203) (%) (23]
=

3 () (+2) (2%

Matrice d’ interpolation des déformations
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Owriyont 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice de comportement du matériau

[c]=[£]

€]

Dimensionnement Des Structures

Matrice 4 x 4

Module d’ Young
cl=E
Dimensionnement Des Structures 127
Quryyeny 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES
Matrice de rigidité élémentaire [K e]
<] = [ [81" -[c}[8]-av.
6 12x]
I
4 N 6x
7 6 12x 4 6x 6 12x 2 6x
Kl=[ Ey | L L |22 2> 2 ——+——|-dV
[]IV 7l 6 12x {L2+L3 L rr r r L I ‘
r T
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Swriyent 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Exemple : calcul de £

. 6 12xY
=8 (e

2
e __ 2 _6 12x
kll_E' -[Ay -dA - IL(?‘F? -dx

I/ . Inertie de flexion autour de z

L

3 —6 12xY
klele.]Z. L_l _26+_3xj
23\ r))

. 12-E-L

T
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Quriyont 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice de rigidité élémentaire d” une poutre droite en flexion dans le plan xy

(12 6L -12 6L
: 6L 41} -—-6L 2I°
[Ke] E ]Z.

L |-12 —-6L 12 -6L
| 6L 20 —6L 4L

Relation efforts - déplacements

| F (12 6L -12 6L [
g e e e
M| g | 6L 4L -6L 20 ||, |P] = [k} [p]
. = 3 . .
Fo | I |-12 —6L 12 -6L||v,
(M, 6L 20 —6L 4L ||6.,

Matériau, longueur de 1’ élément, section droite de I élément
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3.2 Matrice de rigidité d’ un élément libre

3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

poutre droite a 2 nceuds

A ")

Elément e ( \ ‘\ f‘\
/ y P 7\
X
Xy = L

I erl | | u, |
F 12
e erl e Wl

[P#l ] e [D#l ] -

Mxl 9351
M 51 vl

| M, a1

Dimensionnement Des Structures 131
3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

@©)IuTLyon 1

x1
e
Fi
z1

Me

x1
M,
z1
Fo
Fra
Fo
Mz,
M7,

MEe ]

el
_Mzz_

Matrice de rigidité élémentaire d” une poutre droite générale

- Traction — compression
- Torsion
- Flexion dans 2 plans

EA/L

0
12E1 /L®

Dimensionnement Des Structures

0 0 0 0 -EAL 0
0 0 0 6EL /L2 0  —12EL/L°
12EI,/L° 0 -6EL /> 0 0 0
GJL 0 0 0 0
4E1, /L 0 0 0
4ElLLL 0  -BEIL/L?
EA/L 0
12E1, /L3
SYM

0

0
-12El,/L°

0
6El, /L?

0

0

0
12E1,/L°

0

0

0
“GJL

0
0
0
0

0
GJL

0
0
-6El, /L®
0
2EI, /L
0
0
0
6El, /L*
0
4E1, /L

0
6El /L?
0
0
0
2EI, /L
0
—6El, /L2
0
0
0

4ELL |

x1
y1
z1
x1

y

z1
ux2
y
WZZ
e)<2
0,,

_622_
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Quriyon 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Application : cas traction — compression seule :

[ Fe ] [E4/L 0 0 0 0 0 —EAJL 0 0 0 0 0 Ju,]
F 12E1./1 0 0 0 6EI. /[ 0  —12EL/L 0 0 0 6EL /L | v,
F 12EI, /L' 0 —6EL /I’ 0 0 0 -12E1,/I' 0  —6EI,/T 0 w,,
M, GJ/L 0 0 0 0 0 -GJ/L 0 0 0,
M, 4EIJL 0 0 0 6EI/I* 0 2El,|L 0 0,
M| 4EIJL 0  —6EL /I’ 0 0 0 2ELJL |6,
Fy | EAJL 0 0 0 0 0 U,
F, 12EI /L 0 0 0 —GEL /L’ | v,
E, 12E1, /L 0  6EI/L 0 w,,
M, SYM GJ/L 0 0 0.,
e, 4EI|L 0 6.,

LM | 4EL[L | 6., |

EA EA
[ Fy L L || %
sz — E_A E_A uxz
L L
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Quriyont, 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES
3.3 Transformation des coordonnées par rotation du repere
Exemple : élément poutre en traction — compression
Changement de repére par rotation,
- passage du repére local ou repére de 1’ élément (Xe s Ves Ze)
- au repere global ou de la structure (X, Y,Z )
Par rotation d’ angle &
. X
Fxl
134
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Swriyent 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Vecteur force sur le nceud #1 Idem pour les déplacements
F&=F¢ -cos(0)+F¢ -sin(0) | Fa
S
£y
Sous fi tricielle : " e ]
ous forme matricielle Fe,
Fo| [cos(@) sin(6) 0 0 ||F;
F?, 10 0 cos(é’) sin(6’) Fy,
Local Fy, | Global
[ﬂ,] B CcO 8(9) sin(6’ ) 0 0 Matrice de transformation
0 0 COS( 9) sin ( (9) des coordonnées
Dimensionnement Des Structures 135
Quriyont 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Pour I’ élément poutre

Ll L R 0 g

Relation charge — déplacements
P =l o]
:’1 ]'[PE]X,Y = [Ke]x,y '[’1 ]'[De]X,y ? [/1 ]_1 _ [ﬂ, ]T

:Pe]” 1]k ]y 2] [De]x,Y

L A Lo R 3 e (R S
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Exemple ¢
0 =135° #2
CO 8(9 ) - _T;
sin(@) = %

Matrice de transformation
des coordonnées

Matrice de rigidité élémentaire
en traction — compression
(repere local)

Matrice de rigidité élémentaire
en traction — compression

3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Y

¢

X
¥, #l
1 [-1 1 0 o0

2= —
g \E{o 0 -1 1}

E-4| 1 -1
K| & ==2=2.
[ ]x,y L |:_1 l:|

ke, =l k] 1 ]

(repere global)

Dimensionnement Des Structures
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. _E-A-
], =4
. _E-A-
], =4
. _E-A-
)., £

Dimensionnement Des Structures

3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

1 —1T=11 0 0
1 100 0 -1 1
111 -1

1 -1 -1 1
21 1]

1 -1

1 -1

11
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@uriyon: 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES
3.4 Assemblage

A Energie de déformation pour un élément
e 1 e T e e
Wdef ZE[D] [K][D]

A Energie de déformation pour la structure

v -1V k] D]

A Principe assemblage

L ’énergie de déformation totale de la structure est la somme des énergies
de déformation de tous les éléments

Wer = Z W ier

éléments
oIk ] -2 T k]
clements Identification terme a terme : [K ]
Dimensionnemen t Des Structures 139
@ UTLyon 1, 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Exemple (2 ¢léments poutre en traction — compression)

FS u Elément 1 F u Elément 2 F*
— S >
X=x
#1 #2 #3
commun

Wi = Z W ier

éléments

ST k] =Z ST kel o]
STk e ] STk el ][k 7]
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Owriyont 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

avec
E4]1 -1 [ u, | u,
k)= [x?]= == D)= [p*]=
L -1 1 u, | U,
(2 2 9] _”1_
[K]=[? 2 2 [D]=|u,
2 7 9 "
Soit : [ | _”1_
[”1 U, ”3]' K U, | =
i 1 [H5]
E-A 1 =1y E-A 1 1| |u,
[”1 Uy |"—— : + [”2 ”3] :
L -1 1||u L [-1 1]]|u
Dimensionnement Des Structures 141
Quriyont, 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES
_ _ _ul_
[”1 U, u3]- . Koo|u, | =
i 1 [Hs]
1 -1 0] |y 0 0 0|y
ETA- [u1 U, ”3]‘ -1 1 O||u, | + [”1 U, u3]- 0 1 -1|u
0 0 Of]|u 0 -1 1 U,

Identification membre a membre :
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Owrigon: 3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Régle pratique pour I’ assemblage d’ éléments poutres colinéaires

Element 1 || Element 2
® @

#1 #2
commun

wlEAL ] el

350

L |-1 1| 1#® L -1 1| U3
. 1 | "1 -1 0 || Neeud#l
[K]: |: H ) [K]:E_'A. -1 —11 | Neeud #2 commun
| L . |0 -1 1 [|Neeud#3

143
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Sriyent 4. EXEMPLE DE REFERENCE

4.1 Cahier des charges DONNEES

Elément 1 : longueur L
Y R Elément 2 : longueur L/2
Elément 1&2 :  section carrée 30x30
Matériau E=200GPa

E?2 #2 Uniquement traction-compression
dans les barres car :
- toutes liaisons -> articulations

- action extérieures -> liaisons

E 1

200kN

DETERMINER
- matrices de rigidité locale
R - matrice de rigidité globale
X' - déplacements et réactions aux nceuds
- efforts dans les barres

#l
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Owriyont 4. EXEMPLE DE REFERENCE
4.2 Matrices de rigidité élémentaire
El B R
- N L _ 1 1 |

k], =l ] k] ]

-1

[/1]:{(:08(9) sin(@) 0 0 } cos(45)

0 0 cos(d) sin(9) sin(45)

111 1 0 0
[l]:f{o 0 1 1}
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Sriyent 4. EXEMPLE DE REFERENCE

1 O
I of 1 -141 1 O O
[KI]XY:E
’ 2L 10 1|-1 10 O 1 1
=0 1=
1 O
I Off 1 1 -1 -1
[KI]XY:E—A
’ 2L 10 1|-1 -1 1 1
1 1 =1 =11 E.A 200000-30-30

], B U 1 2L 2-450

2L -1 - :
b E—szOOOOO N /mm

-1 -1 1 1|
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Suriyent 4. EXEMPLE DE REFERENCE
L2 [KzL :&{1 —1} 3 135°
272 L |-1 1 -
E?2
k<], =l ] & A ] " Py

m{cos(e) sin(@) 0 L } cos(135) =

sin(135)

1511
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[Kz]x,Y:ETA

Dimensionnement Des Structures

4. EXEMPLE DE REFERENCE

—1

1 0 O
0 0 -1 1

E.A 200000-30-30
2L 2-450

LA =200000 N/mm
2L

149
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4.3 Matrices de rigidité globale

K], =2.10°

Dimensionnement Des Structures

-1 0 O
-1 0 O
-1 -2 2
2 =2

2 =2

2

4. EXEMPLE DE REFERENCE
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Sriyent 4. EXEMPLE DE REFERENCE

4.4 Déplacements & réactions aux noeuds

P|]=[k][D]
(F,, | (1 1 -1 -1 0 0 ]|u,] =0
F,, 1 =1 =1 0 0 ||u,| =0
0= F 3 -1 -2 2 u
lo=210° |
~200000=| F,, 3 2 -2||u,
F., 2 =2 | Uy, =0
_FY3_X,Y L 2 . _uY3_X,Y:O
Charges extérieures Structure Liaisons
(forces. couples...) (Géométrie+matériau) Conditions aux limites
Dimensionnement Des Structures 151
© UTLyon1, 4. EXEMPLE DE REFERENCE

Matrice des inconnues primaires

0= [Fa] _ ¢ [3 “1[we] ?
~200000=| £, | —1 3 {uy, ], ?
~2.10° ], -1 3 | {uy, ],

Uy, =—0,125 mm

u,, =—0,375 mm
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4. EXEMPLE DE REFERENCE

Réactionsen A & C
- F,, ] 1 -1 -1 0 o[ 0 |
F, 1 -1 0 0 0
0 S 3 -1 -2 2 -0,125
| =210
—2.10 3 2 =211-0375
Fy, 2 =2 0
L FY3 dxy L 2_ L O dX)Y
105
Fo = 10" N Equilibre du systéme ?
F, =10° N .
> R=0
F,,=-10° N _
5 ZMnoeud = O
F,=10°N
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4. EXEMPLE DE REFERENCE

4.5 Efforts normaux dans les éléments

E 1

D]

I Rl

U, 1 (1 1
U, V200 0

U, 1 (1 1
u,| 2[00 0

Dimensionnement Des Structures

0 0

1

0 0

1

1

1

111 1 0 O
i _[ﬁ]_f{o 0 1 1}

qu
uXZ
_”Yz
S
0 u,=0mm
] ~0125 u,, =—0,3536 mm
| —0.375 ]
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Swriyent 4. EXEMPLE DE REFERENCE

F! EAl 1 -1 0
Fil  L|-1 1]-03536
— X101

F 11 =141kN , .,
o Elément 1 comprimé
F =—141kN
Dimensionnement Des Structures 155
© UTLyon 1 4. EXEMPLE DE REFERENCE
E2 -1 1 0 O
1
D*| =|1]|-|D’ Al=—=
I O I
_qu_
u., 1 (-1 1 0 O0Of]uy,
U, V210 0 -1 1|u 3
| Uys
[ —0,125 ]
u,] 1[-11 0 0]]|-0375 U, =—0,1768 mm
u,| V200 0 -1 1 0 U, =0mm
0
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P, =] 2]

4. EXEMPLE DE REFERENCE

Fi] _2Epa[1 -1]-01768
F’ L |-1 1 0
X2,)2
I
Fo=-141/N Elément 2 tendu
F. =141kN
Dimensionnement Des Structures 157
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4. EXEMPLE DE REFERENCE

4.6 Modification de la structure DONNEES

Y

r s

Dimensionnement Des Structures

Elément 1 : longueur L
Elément 2 : longueur L/2
Elément 3 : longueur L/2

Elément 1,2 & 3 :
Section carrée 30x30
Matériau E=200GPa

DETERMINER

- matrices de rigidité locale

- matrice de rigidité globale

- déplacements et réactions aux nceuds
- efforts dans les barres
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Toi qussi,
tu es devenu
uh mécanicien !

Colle ta
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