
Département Génie Mécanique et Productique

Dimensionnement Des Structures

R5 MMP 02

Michel MASSENZIO





Méthodes énergétiques
1.  Introduction

• Ressort
• Dualité forces-déplacements

2. Energie de déformation élastique
• Principe de conservation de l’énergie
• Travail des actions extérieures
• Energie de déformation

3.  Flexibilité
• Matrice de flexibilité
• Théorème de Maxwell-Mohr
• Théorèmes de Castigliano
• Systèmes isostatiques / hyperstatiques

4. Rigidité
• Matrice de rigidité

1.  Introduction
• Notion de maillage, d’éléments finis et de  nœuds
• Degrés de libertés
• Interpolation

2.  Matrice de rigidité d’un élément libre
• Matrice d’interpolation des déplacements
• Matrice d’interpolation des déformations
• Matrice des contraintes
• Matrice de rigidité

3. MEF appliquée aux poutres
• Sollicitations simples
• Matrice de rigidité d’un élément libre
• Transformation des coordonnées par rotation du repère
• Assemblage

4. Exemple

Méthode des éléments finis

Le document est volontairement aéré afin d’être annoté : ne pas hésiter à écrire sur le poly !





1Dimensionnement Des Structures 

Département Génie Mécanique et Productique

Dimensionnement Des Structures

R5 MMP 02

Michel MASSENZIO

2Dimensionnement Des Structures 

PLAN 

1.  Introduction
• Ressort

• Dualité forces-déplacements

2. Energie de déformation élastique
• Principe de conservation de l’énergie

• Travail des actions extérieures

• Energie de déformation

3.  Flexibilité
• Matrice de flexibilité

• Théorème de Maxwell-Mohr

• Théorèmes de Castigliano

• Systèmes isostatiques / hyperstatiques

4. Rigidité
• Matrice de rigidité

Méthodes énergétiques 
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1. INTRODUCTION

1.1 Energie de déformation d’un ressort

Ressort : Structure élastique linéaire

m

00 =t

z

État initial État actuel

t

z0

mz

Pas de contact

jeu

Ressort :

Raideur K = 5000 N/m
Longueur à vide : z0 = 1 m

Masse :

m = 10 kg
Hauteur initiale : z0 = 1 m

Equilibre statique
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1. INTRODUCTION

Mise en équilibre (état actuel) :

0zzKgm -×=×

Poids de la masse m ‘Allongement’ du ressort

Actions

Déplacements
K
gmzz ×

=- 0

AllongementO

Loi de comportement du ressort :

0zz -

Force du ressort

État initial

État actuel

''.'' XKF =

Energie ‘stockée’ dans le ressort
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1. INTRODUCTION

Energie potentielle de la masse :

État initial :

État actuel :

Différence :

00 21 zgmW m ×××=
zgmW m ×××= 21
( )021 zzgmWm -×××=D

Energie potentielle du ressort :

État initial :

État actuel :

0=RW
( )202

1 zzKW R -××=

JouleW m 102,010105,0 =×××=D

JouleW R 102,050005,0 2 =××=D

Différence

d’énergie potentielle

=

Energie ‘stockée’
dans le ressort

(sous forme élastique)
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1. INTRODUCTION

Linéarité - Elasticité :

m

00 =t

z

État initial

z0

jeu

Energie stockée

masse

ressort

total

État actuel 1

1t

mz1

État actuel 2

2t

2.m
z2

État actuel 3

3t

Retour

à l’état initial
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1. INTRODUCTION

1.2 Généralisation

Structure élastique linéaireRessort

Actions extérieuresMasse

Energie de déformation élastique

de la structure

Energie stockée dans le ressort

Travail ou énergie

des actions extérieures

Variation d’énergie potentielle

de la masse

Système considéré : Structure élastique linéaire
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1. INTRODUCTION

1.3 Dualité Forces-Déplacements

Exemple : structure plane

x

y

A BC

L L

z

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

BB YR
0

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

PP
0

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

A

A

A Y
X

R

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

A

A

N
C 


Cv

zCq zBq

Inconnues

Statiques :

Inconnues

Cinématiques :

A

B

A

A

N
Y
Y
X

zB

zC

Cv

q
q
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1. INTRODUCTION

Méthode des forces

1.  Inconnues primaires : statiques
(actions extérieures sur la structure réactions aux limites)

o  Calcul des 4 inconnues statiques : 

2.  Inconnues secondaires : cinématiques
(déplacements)

o  Calcul des 3 inconnues cinématiques :

ABAA NYYX ,,,

zBzCCv qq ,,

Méthode de Maxwell-Mohr (charge unité) 

Méthode de Castigliano
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1. INTRODUCTION

ABAA NYYX ,,,

zBzCCv qq ,,

Méthode du déplacement unité

Méthode des éléments finis

Méthode des déplacements

1.  Inconnues primaires : cinématiques
(déplacements)

o  Calcul des 3 inconnues cinématiques : 

2.  Inconnues secondaires : statiques
(actions extérieures sur la structure réactions aux limites)

o  Calcul des 4 inconnues statiques :

12Dimensionnement Des Structures 
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

• Déformation isotherme (effets thermiques négligés)

• Dissipation interne négligée (amortissement) 

• Action extérieure appliquée lentement  (temps infini – effets d’inertie négligés))

2.1 Principe de conservation de l’énergie

2.1.1 Hypothèses

État initial

État actuel

0=P

P
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.1.2 Principe de conservation de l’énergie

defext WW =

Travail des

actions extérieures

appliquées au système

« Emmagasiné »

« Stocké »

Energie de

déformation élastique

(travail des forces de cohésion)
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.2 Travail des actions extérieures

2.2.1 Travail d’une force

0=P

P

État initial

État actuel

…
…

D

BA

B’

P
D

: Force appliquée au point B

: Déplacement du point B

B

B

B’

P
D

État initial

État actuel

0=P

A

B

P D&            ne sont pas

Forcément colinéaires
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

DO

P DP ×= l

D1

P1

D D+dD

P
P+dP

Relation force / déplacement

dDPdWext ×=

ò ×=
1

0

D

ext dDPW

ò ××=
1

0

D

ext dDDW l

1

0

2

2
1 D

ext DW úû
ù

êë
é ××= l

2
12

1 DWext ××= l

112
1 DPWext ××=

Aire
 du re

ctangle

A
ire

 d
u

tria
n
g
le
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

DPWext ××=
2
1

Synthèse : travail d’une force extérieure

B’
P

HV DDD

BBD

+=

= '

État actuel

B

DPWext ××=
2
1Remarque

( )DPDPWext ,cos
2
1

×××=
État initial

Hext DPW ××=
2
1

Force appliquée en B (N) Déplacement correspondant (m)

(seul le déplacement // à P est intéressant)

en Joules (J)

[ ] [ ]DPW T
ext ××=

2
1

Produit scalaire
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.2.2 Travail d’un couple

0=C

C

État initial

État actuel

…

q

BA

B’

C
q

: Couple appliqué au point B

: Rotation du point B
B

q××= CWext 2
1

Par analogie avec § 2.2.1 :

Couple appliqué en B (N.m) Rotation correspondante (rad)

(seule la rotation // à C est intéressante)

en Joules (J)
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.2.3 Travail d’une charge répartie

0=q

q

État initial

État actuel

…
BA

q : Force linéique appliqué 

sur la poutre (N/m)

Charge linéique (N/m) Aire sous la déformée (m2)

(pas de signification physique)

en Joules (J)

xdzqdWext ×××=
2
1

x

z ò ×××= dzxqWext 2
1

ò ×××= dzxqWext 2
1

SqWext ××=
2
1

Aire sous la déformée
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.2.4 Superposition

i
ext

n

i

total
ext WW å

=

=
1

[ ] [ ]iT
i

n

i

total
ext DPW ××=å

= 2
1

1

n : nombre d’action extérieures appliquées à la structure

Exemple

0=C

C

État initial

État actuel

…

q

BA

B’

P

0=P

D

DP

CWext

××+

××=

2
1
2
1 q
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.3 Energie de déformation élastique

2.3.1 Energie associée à une contrainte normale

xxs

x

z

y

Cube élémentaire : dzdydx ´´

dx
dxD

dy

dz

Face avant :           constant

Force : 

Déplacement :

Avec:

xxs

dzdy
dA

xx

xx

××
×

s
s

dxdx xx ×=D e

dVdW xxxxdef ×××= es
2
1

extdef dWdW =
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.3.2 Energie associée à une contrainte tangentielle

xyg

dx

x

z

y

dy

dz xys

Face droite :           constant

Force : 

Déplacement :

Avec:

xys

dzdx
dA

xy

xy

××

×

s

s

dydx xy ×=D g

dVdW xyxydef ×××= gs
2
1

extdef dWdW =

Cube élémentaire : dzdydx ´´

dxD
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.3.3 Cas général : énergie associée à un état de contrainte 3D

[ ]

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

31

23

12

33

22

11

s
s
s
s
s
s

s [ ]

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

31

23

12

33

22

11

g
g
g
e
e
e

e

Etat de contrainte :

3 contraintes normales

3 contraintes tangentielles

Etat de déformation :

3 déformations normales

3 distorsions

[ ] [ ] dVdW T
def ×××= es

2
1

[ ] [ ]ò ××=
02

1
V

T
def dVW es

Théorème de superposition : 

Intégration sur le volume : 
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

Prise en compte de la loi de comportement (Hooke) : [ ] [ ] [ ]se ×= -1C

[ ] [ ] [ ]ò ×××= -

0

1

2
1

V

T
def dVCW ss

[ ] ( )
( )

( ) ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

×

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

+
+

+
--

--
--

××

31

23

12

33

22

11

312312332211

1200000
0120000
0012000
0001
0001
0001

1

s
s
s
s
s
s

n
n

n
nn

nn
nn

ssssss
E

[ ] [ ] [ ] =×× - ss 1CT
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

[ ]

( )
( )
( )

( )
( )
( ) ú

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

+
+
+

+-
+-
+-

××=

31

23

12

221133

113322

332211

312312332211

12
12
12

1

sn
sn
sn
ssns
ssns
ssns

ssssss
E

[ ] [ ] [ ] ss ×× -1CT

( ) ( ) ( )2312
23

2
12113333222211

2
33

2
22

2
11

121 sssssssssnsss +++++-++=
GEE

( ) ( )

( )ò ×

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

+++

++-++
×

=

0
2
31

2
23

2
12

113333222211
2
33

2
22

2
11

1

21

2
1

V

def

dV

G

EE

W

sss

ssssssnsss
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.3.4 Cas particuliers

2.3.4.1 Energie associée à une contrainte plane

[ ]

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=
=

=
=

0
0

0

31

23

12

33

22

11

s
s
s

s
s
s

s [ ]

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=
=

=

0
0

31

23

12

33

22

11

g
g
g
e
e
e

e

Etat de contrainte :

2 contraintes normales

1 contrainte tangentielle

Etat de déformation :

3 déformations normales

1 distorsion

( )ò ×÷
ø
ö

ç
è
æ ×+×-+×=

0

2
122211

2
22

2
11

121
2
1

V

def dV
GEE

W sssnss
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2. ENERGIE DE DEFORMATION ELASTIQUE

2.3.4.2 Energie associée à une poutre

[ ]

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=
=
=
=
=
=

=

0
0

0
0

31

23

12

33

22

11

s
s

ts
s
s

ss

s

Etat de contrainte :

1 contrainte normale

1 contrainte tangentielle

ò ×÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+×=

0

22

2
1

V

def dV
GE

W
ts

1

3

2

s

t
P 

G 
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3. FLEXIBILITE

3.1 Energie de déformation en fonction du torseur de section

3.1.1 Torseur de section 

I

3

II

33s

3IIs

3Is
P 

Etat de contrainte :

• Contrainte normale

II
I

I
I

II

II x
I
Mx

I
M

A
N

×+×-== 3
33ss

Dans les axes

principaux d’inertie

Traction /

compression

Flexion

autour de II
Flexion

autour de I
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3. FLEXIBILITE

• Contrainte tangentielle

II
G

I
I x

I
M

A
T

×-= 3
3s

I
G

II
II x

I
M

A
T

×+= 3
3s

Effort

tranchant

Moment

de torsion

I
II

3IIs

3IsP 

t

Dans la section droite

2
3

2
3 III sst +=
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3. FLEXIBILITE

3.1.2 Energie de déformation 

ò ×÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+×=

0

22

2
1

V

def dV
GE

W
ts

2
33

2 ss ¬
2
3

2
3

2
III sst +¬

( ) ( ) ( ) dzdAVd
ALV

×
ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é
××=× òòòòòò 

Termes constants

dans la section droite

Termes fonction

de xI & xII

1 2On reporte On décompose l’intégration
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3. FLEXIBILITE

3

òò=
A

dAA Aire de la section droite

On identifie

0=×=òò A

III dAxQ 0=×=òò A

III dAxQ Moments statiques

òò ×=
A

III dAxI 2 òò ×=
A

III dAxI 2
Inerties flexion

0=××=òò A

IIIIII dAxxI ( )òò ×+=
A

IIIG dAxxI 22

Inerties torsion

Section circulaire
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3. FLEXIBILITE

ò ×÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+×=

0

22

2
1

V

def dV
GE

W
ts

ò ×÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
++×=

0

2
3

2
3

2
33

2
1

V

III
def dV

GGE
W

sss

ò ×

÷÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
×+

+
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
×-

+
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
×+×-

×

=

0

2

3

2

3
2

3

2
1

V

I
G

II
II

G

I
II

I

I
I

II

II

def

dV
G

x
I
M

A
T

G

x
I
M

A
T

E

x
I
Mx

I
M

A
N

W
1 : On reporte
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3 : On identifie

3. FLEXIBILITE

ò ×

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

××
×
×

-×××+×××-

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
×+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
×+÷

ø
ö

ç
è
æ

××

=

0 222

1
2
1

33

222
3

V
III

III

III
II

I

I
I

II

II

II
I

I
I

II

II

def

dV
xx

II
MMx

I
M

A
Nx

I
M

A
N

x
I
Mx

I
M

A
N

E

W s

( )ò
ò òò

×
××

=

×
ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é
×÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ××=×÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ××=

L

L AV

dz
AE

N

dzdA
A
N

E
dV

A
N

E

2

1
2
11

2
1

2
3

2
3

2
3

0

A

2 : On décompose
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3. FLEXIBILITE

ò ×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+++++=

L GII

II

I

IIII
def dz

IG
M

IE
M

IE
M

AE
N

AG
T

AG
TW

222222

2
3

222
3

22

Energie de déformation pour une poutre

ò ×÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+

××
+=

L

def dz
InertieMateriau

Charge
W 

2

2

Remarque :
’’ composante du torseur de section au carré ’’

’’ Elasticité du matériau : ’’
E si contrainte normale

G si contrainte tangentielle

’’ géométrie section droite : ’’
A si force

I  si couple
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3. FLEXIBILITE

å
=

=

poutresnb

i

i
defdef WW

1

Energie de déformation dans un treillis

Principe de superposition :



37Dimensionnement Des Structures 

3. FLEXIBILITE

3.1.3 Corrections éventuelles à apporter 

3.1.3.1 Cas du cisaillement 

I

II

A
T

A
T
®

II

IIII

A
T

A
T

®&

Aire réduite par rapport à l’axe I

Aire réduite par rapport à l’axe II

Section rectangulaire

I

II
Section circulaire

AAA III ×==
10
9

I

II

AAA III ×==
6
5
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3. FLEXIBILITE

3.1.3.2 Cas de la torsion 

Moment d’inertie de torsion

Moment de torsion par rapport 

au centre de cisaillement

II
ou
I

t

II
ou
I

G

x
J
Mx

I
M

×®×3

Centre de cisaillement : point par lequel il faut faire passer les efforts pour 

qu’il n’y ait pas de torsion (si axe de symétrie : sur l’axe)

Important dans le cas des profils minces ouverts

GIJ = Pour les sections circulaires

 sinon -> formulaires

3MMt = Pour les sections épaisses
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3. FLEXIBILITE

3.2 Méthode de Clapeyron

3.2.1 Définition 

defext WW =Principe de conservation de l’énergie :

Travail des actions extérieures : 

DPW Force
ext ××=

2
1 q××= CW couple

ext 2
1

ò ×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+++++=

L GII

II

I

IIII
def dz

IG
M

IE
M

IE
M

AE
N

AG
T

AG
TW

222222

2
3

222
3

22

Energie de déformation dans une poutre

40Dimensionnement Des Structures 

3. FLEXIBILITE

3.2.2 Exemple 1 

0=P

P

État initial

État actuel

D

BA

B’

P
D

: Force appliquée au point B

: Déplacement du point B

B

Torseur de section1

I

3
II

A

3

3N
P

L

0 L

TI  TII MI MII M3    :  nuls
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3. FLEXIBILITE

Energie de déformation2

ò ×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

L

def dz
AE

NW
2

2
3 ò×÷÷ø

ö
ç
ç
è

æ
=

L

dz
AE

P

0

2

2

AE
LP

2

2 ×
=

Travail des forces extérieures3

DPWext ××=
2
1

DP ××=
2
1

Conservation de l’énergie4

DP
AE
LP

××=
×

2
1

2

2

D
L
AEP ×=Soit :

Relation effort – déplacement associé
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3. FLEXIBILITE

3.2.3 Exemple 2 

C

q
B’

P

D

DPCWext ××+××=
2
1

2
1 q

B

A

I
def IE

LC
AE
LP

W
22

22 ×
+

×
=

Même démarche

que exemple 1

=
×

+
×

IIE
LC

AE
LP

22

22

DPC ××+××
2
1

2
1 q

1 seule équation mais 2 actions & 2 déplacements associés

Clapeyron intéressant quand une seule action
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3.3 Méthode de Maxwell – Mohr

3.3.1 Matrice de flexibilité ou matrice de souplesse

3. FLEXIBILITE

3.3.1.1 Définition (exemple de référence)

1P 2P

1D 2D

Configuration

actuelle

1P

11f 21f

2P

12f 22f

2 états unitaires

Etat 1 : P1 = 1 & P2 = 0 Etat 2 : P1 = 0 & P2 = 1
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3. FLEXIBILITE

ijf
Déplacement en i Dû à une action unitaire en j

ijfou

Principe de superposition (système linéaire)

Etat 1 : P1 = 1 & P2 = 0

Etat 2 : P1 = 0 & P2 = 1+

x P1

x P2

Configuration actuelle=

111 Pf ´

212 Pf ´+

1D=

121 Pf ´

222 Pf ´+

2D=

Notation
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3. FLEXIBILITE

Sous forme

matricielle :

[ ] [ ] [ ]PfD ×=

[ ]
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

nnn

ij

n

ff
f

ff
f

1

111 

Matrice de flexibilité

ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é

2

1

2221

1211

2

1

P
P

ff
ff

D
D

Généralisation à n actions extérieures sur une structure quelconque (linéaire) :

Avec la matrice de flexibilité :

carrée ( n x n )

fij aussi appelé coefficient d’influence

Vecteur

déplacements

généralisés

Vecteur

charges

généralisés
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3. FLEXIBILITE

3.3.1.2 Théorème de Maxwell-Betti

Configuration

initiale

Configuration

actuelle

P1 puis P2
Ou 

P2 puis P1

P1 puis P2

Energie stockée : 1111 21 DPW ××=

Energie stockée : ( )212222 21 DDPW -××=

Total : ( )21222111 2121 DDPDPW -××+××=

1P

11D 21D
2P

12D 22D

• Puis P2

• P1
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3. FLEXIBILITE

P2 puis P1

• P2 Energie stockée : 2221 21 DPW ××=
• Puis P1 Energie stockée : ( )121112 21 DDPW -××=

Total : ( )12111222 2121 DDPDPW -××+××=

Synthèse

( )12111222 2121 DDPDP -××+××=( )21222111 2121 DDPDPW -××+××=

Energie de déformation actuelle indépendante de l’ordre du chargement

Soit : 212121 2121 DPDP ××=××

Pour P1 & P2 chargements unitaires  : 1221 ff =
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3. FLEXIBILITE

jiij ff =

Généralisation

La matrice de flexibilité est symétrique

[ ] [ ]Tff =

1221 ff =

Déplacement projeté 

sur P2 dû à P1 unitaire 

Déplacement projeté 

sur P1 dû à P2 unitaire 

11 =P

11f

21f 12 =P12f

22f

Remarque : résultat valable pour toute structure linéaire (pas seulement poutres)
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3. FLEXIBILITE

3.3.1.3 Exemple C

IIq

P

Iv

B

A I

3
II

( )
2

2

dz
zvdIEMf I

IIII ××=

( )
dz
zdvI

II =q

( )
IIII

I IE
LC

IE
LPLv

××
×+

××
×=

23

23

( )
IIII

II IE
LC

IE
LPL

×
×+

××
×=
2

2

q

Soit :

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
×

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

×××

××××=
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

C

P

IE
L

IE
L

IE
L

IE
Lv

IIII

IIII

II

I

2

23
2

23

q

AB = L
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3. FLEXIBILITE

3.3.2 Travail des actions extérieures en fonction de la matrice de flexibilité

ii

actionsnb

i

ext DPW ××=å
=

2
1

1
å

=

×=

actionsnb

j

jiji PfD
1

&

Sous forme matricielle :

[ ] [ ]DPW T
ext ××=

2
1

& [ ] [ ] [ ]PfD ×=

Soit :

[ ] [ ] [ ]PfPW T
ext ×××=

2
1
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3. FLEXIBILITE

3.3.3 Calcul des termes de la matrice de flexibilité

11 =P 12 =P

3.3.3.1 Exemple de référence

1P 2P

Configuration

initiale

01 =P02 =P

Etat unitaire 1 Etat unitaire 2

I

3
II

IIM

( )1IIM ( ) 2IIM
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3. FLEXIBILITE

Principe de linéarité & de superposition

( ) ( ) 2211 PMPMM IIIIII ×+×=
Moment fléchissant

config. initiale

Moment fléchissant

État unitaire 1

Energie de déformation

ò ×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

L II

II
def dz

IE
MW
2

2

( ) ( )

( ) ( )ò
òò

×
×

×+

××+××=

L II

IIII

L II

II

L II

II
def

dz
IE
MMPP

dz
IE

MPdz
IE

MPW

2
..2

22

21
21

2
22

2

2
12

1
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3. FLEXIBILITE

Travail des forces extérieures

[ ] [ ] [ ]PfPW T
ext ×××=

2
1

[ ] ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é
××=

2

1

2221

1211
212

1
P
P

ff
ff

PPWext

2
12

2
1

2
1

122122
2
211

2
1 ××××+××+××= fPPfPfPWext

2112 ff =avec
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3. FLEXIBILITE

Identification

( )ò ×=
L II

II dz
IE

Mf
2
1

11

( )ò ×=
L II

II dz
IE

Mf
2
2

22

( ) ( )ò ×
×

=
L II

IIII dz
IE
MMf 21

12
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3. FLEXIBILITE

3.3.3.2 Généralisation

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ò ×

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

×
+

×
+

×
+

×
+

×
+

×

=
L

G

ji

II

jIIiII

I

jIiI

jijIIiIIjIiI

ij dz

IG
MM

IE
MM

IE
MM

AE
NN

AG
TT

AG
TT

f
33

33

Analogie avec l’énergie stockée dans une poutre, mais ici :

• Pas de facteur ½
• Les efforts internes sont calculés pour une charge unitaire

( X )i : effort interne pour état i unitaire
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3. FLEXIBILITE

3.4 Méthode de Castigliano

3.4.1 Exemple de référence 
Configuration

actuelle

1P

2D

2P

1D

2
2222112

2
111 2

1
2
1 PfPPfPfWext ××+××+××=

Maxwell – Mohr :

ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é

2

1

2221

1211

2

1

P
P

ff
ff

D
D

[ ] [ ] [ ]PfPW T
ext ×××=

2
1

[ ] ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é
××=

2

1

2221

1211
212

1
P
P

ff
ff

PPWext
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3. FLEXIBILITE

2
2222112

2
111 2

1
2
1 PfPPfPfWext ××+××+××=

Premier théorème de Castigliano

2121111 PfPfD ×+×=
1

1 P
WD ext

¶
¶

=

2221212 PfPfD ×+×=
2

2 P
WD ext

¶
¶

=

Deuxième théorème de Castigliano

2
1

2

11 P
Wf ext

¶
¶

= 2
2

2

22 P
Wf ext

¶
¶

=
21

2

12 PP
Wf ext

¶¶
¶

=
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3. FLEXIBILITE

3.4.2 Généralisation 

Premier théorème de Castigliano

i

ext
i P

WD
¶
¶

=

Deuxième théorème de Castigliano

ji

ext
ij PP

Wf
¶¶

¶
=

2

Détermination

des déplacements

Détermination

des termes de flexibilité

L’énergie de 

déformation est 

l’énergie réelle

(pas une énergie 

calculée pour des 

états unitaires 

comme avec 

Maxwell – Mohr)
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3. FLEXIBILITE

3.4.3 Exemple C

IIq

P

Iv

B

A

AB = L

0 L

P.(L-z)P
IIM

0 L

C
C
IIM

Moment fléchissant dû à P Moment fléchissant dû à C

Détermination des efforts internes

Rq: efforts tranchants négligés
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3. FLEXIBILITE

Energie de déformation

( )ò ×÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
=

L

II

C
II

P
II

def dz
IE
MMW

0

2

2

( )( )ò ×÷÷
ø

ö
çç
è

æ +-
=

L

II
def dz

IE
CzLPW

0

2

2

( )( )ò ×-++-=
L

II
def dzzLPCCzLP

IE
W

0

222 )(2
2
1

( ) ( )[ ] [ ]
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

×+--+úû
ù

êë
é --=

LL
L

II
def zCzLPCzLP

IE
W 0

2
0

2

0

32

3
1

2
1
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3. FLEXIBILITE

II
def IE

LCPCLLP
W

2
3
1 2232 ×++

=

Déplacements

IIII

ext
I IE

LC
IE
LP

P
Wv

23

23

+=
¶
¶

=
IIII

ext
II IE

LC
IE
LP

C
W

+=
¶
¶

=
2

2

q

Matrice de flexibilité

2

2

11 P
Wf ext

¶
¶

=

2

2

22 C
Wf ext

¶
¶

=
CP

Wf ext

¶¶
¶

=
2

12

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
×

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

×××

××××=
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

C

P

IE
L

IE
L

IE
L

IE
Lv

IIII

IIII

II

I

2

23
2

23

q
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3. FLEXIBILITE

3.5 Systèmes hyperstatiques

3.5.1 Système hyperstatique externe 

Système hyperstatique externe

Nombre d’inconnues de liaison supérieur au nombre d’équations de la 
statique
Principe de résolution

• On « casse » des liaisons afin de se ramener à un système isostatique
• Pour chaque degré de liberté introduit (ou degré de liaison « cassé »),  on 
introduit une charge généralisée
si ddl translation -> force
si ddl rotation -> couple
• On écrit que les déplacements des degrés de liberté introduits sont nuls
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3. FLEXIBILITE

Exemple

BA

1P

1D

BA 02 =D
2P1D

• On « casse » l’appui en B 

(par exemple)

• On introduit une force P

• On écrit que le 

déplacement en B est nul

1P
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3. FLEXIBILITE

3.5.2 Système hyperstatique interne 

Système hyperstatique interne

On ne peut pas calculer les composantes du torseur de section

Principe de résolution

• On « coupe » des poutres
• Pour chaque coupure,  on introduit un torseur (une force et un couple) à 
chacune des extrémités coupées & On écrit que les torseurs introduits sont 
opposés
• On raccorde les extrémités coupées en écrivant que les déplacements y sont 
égaux
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3. FLEXIBILITE

Exemple

1P1P-

1P1P-

P

P-

C

C-

• On « coupe » en A

• On introduit un torseur en A’ 
& A’’
• On écrit que les déplacements 

en A’ et A’’ sont égaux

A

A’’

A’
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4. RIGIDITE

4.1 Flexibilité et rigidité d’une structure

Maxwell-Mohr

ou Castigliano

fij : déplacement généralisé Di provoqué 

       par une charge Pj unitaire seule 

Énergie de déformation

1P


1
0
11 MMD =



iP


iD


x
y

z

0
1M 1M

Charge

(force, couple)

Déplacement

(translation, 

rotation)

Expression en fonction de la matrice de flexibilité

& des charges extérieures

Matrice de flexibilité de la structure

[ ] [ ] [ ]PfD ×=

[ ]
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

nnn

ij

n

ff
f

ff
f






1

111

[ ] [ ] [ ]PfPW T
ext ×××=

2
1

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

nP

P
P


2

1

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

nD

D
D


2

1
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4. RIGIDITE

Matrice de rigidité de la structure

[ ] [ ] [ ]DfP ×=
-1

On inverse la matrice de flexibilité : 

[ ] [ ] 1-= fK

[ ] [ ] [ ]DKP ×=

[ ]
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

nnn

ij

n

kk
k

kk
K






1

111

kij : Charge généralisée Pi provoquée 

       par un déplacement Dj unitaire seul

Matrice de rigidité

Carrée (n x n) symétrique
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4. RIGIDITE

Énergie de déformation

Expression en fonction de la matrice de raideur

& des déplacements
[ ] [ ] [ ]DKDW T

ext ×××=
2
1

[ ] [ ] [ ]PfPW T
ext ×××=

2
1

[ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]( )DKfDKW T
ext ×××××=

2
1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]DKfKDW TT
ext ×××××=

2
1

[ ] [ ] [ ]DKP ×=avec

[ ] [ ]TKK =Avec

et [ ] [ ] [ ]IfK =×
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4. RIGIDITE

4.2 Méthode du déplacement unité (exemple)

1F

11 =X

B
3

A

L

C

2F

L

02 =X

01 =X 12 =X

11k 21k

12k 22k

Etat 2

Etat 1

ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é

2

1

2221

1211

2

1

X
X

kk
kk

F
F
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4. RIGIDITE

Rigidité en traction / compression

F 3

L

AE
LF

Wdef 2

2 ×
=

XFWext ××=
2
1

º

X
L
AEF ×=

K

XKF ×=

L
AEK =

F

X X
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11 =X 02 =X

11k 21k

Etat 1

4. RIGIDITE

11 =X 02 =X

11k 21k

111 kF =

212 kF =

Soit : 

L
AEk =11

L
AEk -=21

De même, état 2 : 

L
AEk =22

L
AEk -=12
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4. RIGIDITE

Synthèse

1F

B
3

A C

2F

ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é
-

-
=ú

û

ù
ê
ë

é

2

1

2

1

11
11

X
X

L
AE

F
F

1X 2X
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PLAN 

1.  Introduction
• Notion de maillage, d’éléments finis et de  nœuds

• Degrés de libertés

• Interpolation

2.  Matrice de rigidité d’un élément libre
• Matrice d’interpolation des déplacements

• Matrice d’interpolation des déformations

• Matrice des contraintes

• Matrice de rigidité

3. MEF appliquée aux poutres
• Sollicitations simples

• Matrice de rigidité d’un élément libre

• Transformation des coordonnées par rotation du repère

• Assemblage

4. Exemple

Méthode des éléments finis 
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1. INTRODUCTION

1.1 Notion de maillage, d’éléments finis et de nœuds

Maillage de la structure : discrétisation de la structure réelle en éléments de 

forme géométrique simple

Structure réelle continue Structure maillée

nœud
élément
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1. INTRODUCTION

# 15

26

# 26

# 21

Elément n° 26 (triangle à 3 nœuds) 

Constitué des nœuds # 15, # 21 et # 26

Charges extérieures et liaisons appliquées sur les nœuds du maillage

# 15

# 21

24

# 16

Nœud

commun
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1. INTRODUCTION

Forme de l’élément : fonction du milieu à mailler (dimension 1D 2D 3D)

1D : poutres

Théorie des poutresLa ligne moyenne 

caractérise la géométrie 

de la poutre, la section 

droite devient un 

paramètre de l’élément

+

Discrétisation

ligne moyenne Section droite

Elément : 
Segment droit

«  Chaîne constituée de 

mailles (les éléments) »
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1. INTRODUCTION

2D : plaques

( idem : membranes, 

coques, contraintes 

planes, déformations 

planes, problèmes 

axisymétriques)
Théorie des plaque + discrétisation

La surface moyenne 

caractérise la géométrie 

de la plaque, 

l’épaisseur devient un 

paramètre de l’élément

Eléments :

Triangle

3 nœuds 
Quadrangle

«  Puzzle constitué de 

pièces (les éléments) »
Triangle

6 nœuds 
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1. INTRODUCTION

3D : volumes

discrétisation

Cas général : tout le 

volume est discrétisé

Eléments :

Tétraèdre Hexaèdre

« Jeux de construction 

Briques Lego ® »
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1. INTRODUCTION

Choix de la modélisation

Structure réelle

2D

1D

3D

Modèle MEF
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1. INTRODUCTION

1.2 Degrés de liberté

Choix des déplacements

1D : poutres x

u1

u2

u(x)

Po

N1

N2
Traction / compression

1 degré de liberté par nœud

Torsion
x

Po

N1

N2

qx1

qx2

qx(x)

1 degré de liberté par nœud
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1. INTRODUCTION

z

y
x

N1

N2

Elément poutre complet

6 degrés de liberté par nœud

u1

u2

u : traction-compression

qx1

qx2

qx : torsion

qz1

qz2v1

v2

v, qz : flexion plane (x,y)

qy1

qy2

w1

w2

w, qy : flexion plane (x,z)
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1. INTRODUCTION

2D : plaques en flexion

w3

qy3

qx3

x

z

y

w1

qy1

qx1

w2

qy2

qx2
N1 N2

N3

3 degrés de liberté par nœud
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1. INTRODUCTION

x

v3

y

u1

v1

u2

v2

u3

N1 N2

N3

2D : plaques en membrane

2 degrés de liberté par nœud
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1. INTRODUCTION

3D : volumes

3 degrés de liberté par nœud

Seules les translation sont modélisées

x

y

z

u2 v2N1

N4

N2

N3

N5
N6

N7N8

w2
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1. INTRODUCTION

Repères locaux et globaux

Y

XO

Z

x

y

z

( )ZYX ,,

( )zyx ,,

Repère global de la structure

Repère local de l’élément

F

b

h

y

z

A

B

C
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1. INTRODUCTION

1.3 Interpolation

Problématique

1D : poutres

x

u1

u2

u(x)

Po

N1

N2

Traction / compression

N1 N2
x

u1

u2

u(x)

Po

u(Po)

( ) bxaxu +×=
Interpolation linéaire :

( ) 11 uNu =

( ) 22 uNu =
Avec :
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1. INTRODUCTION

Interpolation polynomiale

Expression du déplacement dans l’élément fini en fonction des 

déplacements aux nœuds. La fonction classiquement polynomiale est 

conditionnée par :

• La dimension de l’élément (1D, 2D, 3D)

• Le nombre de nœud de l’élément

• Le nombre de degrés de libertés par nœud.

1D : poutres (milieu de dimension 1)

Polynôme fonction d’une seule variable d’espace :  x (position sur la ligne moyenne)

4
5

3
4

2
321 xxxx ×+×+×+×+ aaaaa

Nb

de terme

1

2

3

4

5

Interpolation

Linéaire

Quadratique

Cubique

4ième degré

1
x

x 2

x 3

x 4

Degré

Polynôme

0

1

2

3

4

Fonction

3
4

2
321 xxx ×+×+×+ aaaa

x×+ 21 aa
2

321 xx ×+×+ aaa

1a
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1. INTRODUCTION

Interpolation linéaire

(par une droite)

Retour sur l’interpolation linéaire

x1 x2
x

y1

y2

y(x)

Courbe à interpoler

M1

M2

Erreur induite

( ) bxaxy +×=Equation de la fonction d’interpolation :

( ) 11 yxy =

( ) 22 yxy =

Avec : bxay +×= 11

bxay +×= 22

Soit :

21

21

xx
yya

-
-

=

21

1212

xx
yxxyb

-
×-×

=
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1. INTRODUCTION

( )
21

1212

21

21

xx
yxxyx

xx
yyxy

-
×-×

+×
-
-

=

Fonction d’interpolation en fonction des déplacements aux nœuds :

Ecriture « élément finis » de la fonction d’interpolation :

( ) ( ) ( ) 2211 yxNyxNxy ×+×=

Avec : 

( )
21

2
1 xx

xxxN
-
-

=

( )
21

1
2 xx

xxxN
-
-

=

Fonctions  d’interpolation
Ou

Fonctions  de  forme

en fonction des déplacements aux nœuds

1

2x1x
1

2x1x
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2D : plaques, membranes… (milieu de dimension 2)

Polynôme fonction de deux variables d’espace :  x et y (position dans un plan)

1. INTRODUCTION

Polynôme complet

Nb

de terme

1

3

6

10

15432234 yxyyxyxx

3223 yxyyxx

22 yxyx
yx

1

Triangle

de Pascal

Degré

Polynôme

0

1

2

3

4

Interpolation

Linéaire

Quadratique

Cubique

4ième degré

2
6

2
54321 yxyxyx ×+×+×+×+×+ aaaaaa Interpolation quadratique

(polynôme complet)

yxyx ×+×+×+ 4321 aaaa Interpolation bilinéaire

(polynôme incomplet)

yx ×+×+ 321 aaa Interpolation linéaire

(polynôme complet)
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1. INTRODUCTION
3D : volumes (milieu de dimension 3)

Polynôme fonction de trois variables d’espace :  x , y et z (position dans l’espace)

Polynôme complet

Nb

de terme

1

4

10

20xyzxzzyyxzxyzxyzyx 222222333

zxyzxyzyx 222

zyx
1

Triangle

de Pascal

Degré

Polynôme

0

1

2

3

Interpolation

Linéaire

Quadratique

Cubique

zyx ×+×+×+ 4321 aaaa Interpolation linéaire (polynôme complet)

xzzyyxzyx ×+×+×+×+×+× 1098
2

7
2

6
2

5 aaaaaa
+×+×+×+ zyx 4321 aaaa Interpolation quadratique (polynôme complet)
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2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE 

2.1 Matrice d’interpolation des déplacements

Objectif : interpolation du déplacement        d’un point           quelconque 

dans l’élément en fonction des déplacements nodaux

[ ]u 0P

[ ]eD

x

v3

y

u1

v1

u2

v2

u3

N1 N2

N3
v(x,y)

u(x,y)
P0

Exemple : plaques en membrane (2D)

[ ] ( )
( )úû

ù
ê
ë

é
=

yxv

yxu
u

,
,

ú
û

ù
ê
ë

é
=
y

x
P0

[ ]

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

3

3

2

2

1

1

v

u

v

u

v

u

De

N1

N2

N3

[ ] [ ] [ ]eDAu ×=
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2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE 

yxyxu ×+×+= 321),( aaa

yxyxv ×+×+= 654),( aaa
[ ]

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

3

3

2

2

1

1

v

u

v

u

v

u

De 3 valeurs

connues par DDL

Interpolation linéaire :

( )
( )

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

×ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é

6

5

4

3

2

1

1000
0001

,
,

a

a

a

a

a

a

yx

yx

yxv

yxuSous forme matricielle :
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2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE 

Par ailleurs : 131211 yxu ×+×+= aaa
161541 yxv ×+×+= aaa

Soit :

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

×

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

6

5

4

3

2

1

33

33

22

22

11

11

3

3

2

2

1

1

1000
0001

1000
0001

1000
0001

a

a

a

a

a

a

yx

yx

yx

yx

yx

yx

v

u

v

u

v

u

Inversion de la matrice



99Dimensionnement Des Structures 

2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE 

( )
( )

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

×ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é

3

3

2

2

1

1

321

321

000
000

,
,

v

u

v

u

v

u

NNN

NNN

yxv

yxu

( ) ( ) ( )
( )211323312132

23322332
1 yxyxyxyxxyyx

yxxxyyyxyxN
×+×+×-×-×-×

×-+×-+×-×
=

Avec les polynômes d’interpolation :

par permutation circulaire32 & NN

On obtient :

[ ] [ ] [ ]eDAu ×=

[ ]A
Matrice d’interpolation

des déplacements
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2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE 

2.2 Matrice d’interpolation des déformations

Par dérivation de la matrice des déplacements        on obtient la matrice des

déformations 

[ ] [ ] [ ]u×¶=e

[ ]u
[ ]e

[ ]¶ Matrice des opérateurs différentiels

[ ] [ ] [ ]eDAu ×=Soit, avec 

[ ] [ ] [ ] [ ]eDA ××¶=e

[ ] [ ] [ ]eDB ×=e

[ ] [ ] [ ]AB ×¶=

Matrice d’interpolation des

déformations dans l’élément
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2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE 

2.3 Matrice des contraintes

La loi de comportement permet décrire la matrice des contraintes 

en fonction de la matrice des déformations [ ]e
[ ]s

Matériau linéaire élastique isotrope : loi de Lamé

[ ] [ ] [ ]es ×= C [ ]C Matrice des constantes élastiques

( )( )

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

×

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

-

-

-
-

-
-

-+
=

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

31

23

12

33

22

11

31

23

12

33

22

11

2
2100000

0
2
210000

00
2
21000

0001
0001
0001

211

g
g
g
e
e
e

n

n

n
nnn
nnn
nnn

nn

s
s
s
s
s
s

E

loi de Lamé

Cas général
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2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE 

Soit, avec [ ] [ ] [ ]eDB ×=e

Contraintes dans l’élément 

interpolées en fonction des 

déplacements aux nœuds 

[ ] [ ] [ ]es ×= C

[ ] [ ] [ ] [ ]eDBC ××=s

Matrice des 

constantes 

élastiques

Matrice 

d’interpolation 

des déformations 

dans l’élément
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2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE 

2.4 Matrice de rigidité élémentaire

Synthèse des interpolations

P0

P0

P0

wi

ui
vi# i

wi

ui
vi# i

wi

ui
vi# i

[ ] [ ] [ ]eDAu ×=

[ ] [ ] [ ]u×¶=e

[ ] [ ] [ ]es ×= C

[ ] [ ] [ ]eDB ×=e

[ ] [ ] [ ] [ ]eDBC ××=s

Cours 

élasticité 

linéaire

Interpolation 

dans l’élément 

en fonction des 

ddl aux noeuds
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2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE 

[ ] [ ]ò ××=
02

1
V

T
def dVW es

Cours méthodes énergétiques

[ ]

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

31

23

12

33

22

11

s
s
s
s
s
s

s [ ]

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

31

23

12

33

22

11

g
g
g
e
e
e

e

Avec

[ ] [ ] [ ]eDB ×=e [ ] [ ] [ ] [ ]eDBC ××=sInterpolation dans l’élément

Énergie de déformation dans l’élément en fonction des déplacement aux nœuds 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]ò ×××××=
eV

e
eTTTe

def dVDBCBDW
2
1
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2. MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]e
V e

TTe
def DdVBCBDW

e
×××××= ò2

1

[ ]eD Déplacements nodaux constants pour un élément, 

[ ] [ ] [ ]eeTe
def DKDW ××=

2
1

Par ailleurs :

Matrice de rigidité élémentaire : [ ] [ ] [ ] [ ]ò ×××=
eV

e
Te dVBCBK

Propriétés : - Symétrique 

- Singulière (déterminant nul, inversion impossible)

Explication physique : l’élément libre possède des mouvements de 

corps rigides, c à d il peut se déplacer sans se déformer (rigidité 

nulle donc flexibilité infinie). 
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3.1 Poutre droite à 2 nœuds - Sollicitations simples

Traction – Compression

e
xF 1

x

u1 u2Po

x2 = L

#1 #2

e
xF 2

x

u (x)Elément e

Théorie des poutres

dx
du

xx =e

xxxx E es ×=

[ ] [ ] [ ]u×¶=e

[ ] [ ] [ ]es ×= C

[ ] úû
ù

êë
é=¶
dx
d

[ ] [ ]EC =

3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES
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det
1

permutation

Changement

de signe

Matrice 2 x 2

3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice d’interpolation des déplacements [ ]A

( ) xxu ×+= 21 aa

2 nœuds, 2 ddl : interpolation linéaire

( ) [ ] ú
û

ù
ê
ë

é
×=

2

11
a

a
xxu

( ) 11 0 a== uu
Avec les valeurs aux nœuds 

( ) LLuu ×+== 212 aa

Soit

ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é

2

1

2

1

1
01

a

a

Lu

u

Inversion

ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é

-
=ú

û

ù
ê
ë

é

2

1

2

1

11
01

u

uL
La

a
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

( ) [ ] ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é

-
×=

2

1

11
01

1
u

u

LL
xxu

Soit

( ) ú
û

ù
ê
ë

é
×úû
ù

êë
é -=

2

11
u

u
L
x

L
xxu

[ ]A [ ]eD

[ ] úû
ù

êë
é -=

L
x

L
xA 1 Matrice d’interpolation

des déplacements
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice d’interpolation des déformations [ ]B
[ ] úû

ù
êë
é=¶
dx
d

Matrice des opérateurs différentiels

[ ] [ ] [ ]AB ×¶=

[ ] úû
ù

êë
é -×úû

ù
êë
é=

L
x

L
x

dx
dB 1

[ ] úû
ù

êë
é -×=

L
x

L
x

dx
dB 1

[ ] úû
ù

êë
é-=

LL
B 11 Matrice d’interpolation

des déformations
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice de comportement du matériau [ ]C
[ ] [ ]EC =

[ ] EC =
Module d’Young
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice de rigidité élémentaire [ ]eK
[ ] [ ] [ ] [ ]ò ×××=

eV
e

Te dVBCBK

[ ] [ ] [ ]ò ×-××ú
û

ù
ê
ë

é-
=

eV
e

e dVLLE
L

L
K /1/1

/1
1

[ ] [ ]ò ×-×ú
û

ù
ê
ë

é-
×=

eV
e

e dVLL
L

L
EK /1/1

/1
1

[ ] ò×
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-

-
×=

eV
e

e dV
LL

LL
EK

22

22

11
11
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

[ ] LA
LL

LL
EKe ××

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-

-
×=

22

22

11
11

[ ] ú
û

ù
ê
ë

é

-

-
×

×
=

11
11

L
AEKe Matrice de rigidité élémentaire d’une 

poutre droite en traction compression

Relation efforts - déplacements

ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é

-

-
×

×
=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

2

1

2

1

11
11

u

u
L
AE

F

F
e
x

e
x [ ] [ ] [ ]eee DKP ×=

Matériau, longueur de l’élément, section droite de l’élément
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

maxq

L

Torsion

Théorie des poutres

x×= 'qq

Rotation de la section située à l’abscisse x

avec L/' maxqq =

G y

z
x×= 'qq

P u

r=0GP

0GPu Ù=q

[ ]
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

=

w

v

u

u

[ ]
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

-=

'..
'..

0

q

q

yx

zxu

( )zyxP ,,0 =
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

e
xM 1

x

Po

x2 = L

#1 #2

e
xM 2

x

Elément e

'qrg ×=

( )xq

1q 2q

Distorsion

Loi de comportement (Lamé) gt ×=G
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice d’interpolation des déplacements [ ]A

( ) 12 aaq +×= xx

2 nœuds, 2 ddl : interpolation linéaire

( ) [ ] ú
û

ù
ê
ë

é
×=

2

11
a

a
q xx

( ) 11 0 aqq ==

Avec les valeurs aux nœuds 

( ) LL ×+== 212 aaqq

Soit

ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é

2

1

2

1

1
01

a

a

q

q

L
Inversion

ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é

-
=ú

û

ù
ê
ë

é

2

1

2

1

11
01

q

q

a

a L
L

Idem traction-compression
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

( ) [ ] ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é

-
×=

2

1

11
01

1
q

q
q

LL
xx

Soit

( ) ú
û

ù
ê
ë

é
×úû
ù

êë
é -=

2

11
q

q
q

L
x

L
xx

[ ]A [ ]eD

[ ] úû
ù

êë
é -=

L
x

L
xA 1 Matrice d’interpolation

des déplacements
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice d’interpolation des déformations [ ]B

[ ] úû
ù

êë
é ×=¶

dx
dr Matrice des opérateurs différentiels

[ ] [ ] [ ]AB ×¶=

[ ] úû
ù

êë
é -××=

L
x

L
x

dx
dB 1r

[ ] úû
ù

êë
é-×=

LL
B 11r Matrice d’interpolation

des déformations

'qrg ×= qrg
dx
d

×=
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice de comportement du matériau [ ]C
[ ] [ ]GC =

[ ] GC =
Module de Coulomb
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Matrice de rigidité élémentaire [ ]eK
[ ] [ ] [ ] [ ]ò ×××=

eV
e

Te dVBCBK

[ ] [ ] [ ]ò ×-×××ú
û

ù
ê
ë

é-
×=

eV
e

e dVLLG
L

L
K /1/1

/1
1

rr

[ ] [ ]ò ×-×ú
û

ù
ê
ë

é-
××=

eV
e

e dVLL
L

L
GK /1/1

/1
12r

[ ] ò×
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-

-
×=

eV
e

e dV
LL

LL
GK 2

22

22

11
11

r
GIouI0

Inertie

de torsion

òòò ×=
ALV e dAdxdV

e

22 rr

L
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

[ ] LI
LL

LL
GK G

e ××
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-

-
×=

22

22

11
11

[ ] ú
û

ù
ê
ë

é

-

-
×

×
=

11
11

L
IGK Ge

Matrice de rigidité élémentaire 

d’une poutre droite de section 

circulaire en torsion

Relation efforts - déplacements

ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é

-

-
×

×
=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

2

1

2

1

11
11

q

q
L
IG

M

M G
e
x

e
x [ ] [ ] [ ]eee DKP ×=

Matériau, longueur de l’élément, section droite de l’élément
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

Flexion dans le plan xy (autour de z)

Théorie des poutres

dx
du

xx =e

xxxx E es ×=

x

x

y
zq

G0

G( )xv zyu q×-=

dx
dv

z =q

dx
dvyu ×-=

( )vuPP ,0 =

e
yF 1

x
v1 v2

Po

x2 = L

#1 #2 e
yF 2

x

v (x)Elément e

e
zM 1

1zq e
zM 2 2zq( )xzq
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3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES

( ) ( )
dx
xdvxz =q

Matrice d’interpolation des déplacements [ ]A

( ) 3
4

2
321 xxxxv ×+×+×+= aaaa

2 nœuds, 4 ddl   &                                   interpolation degré 3 cubique

( ) [ ]
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

×=

4

3

2

1

321

a

a

a

a

xxxxv

( ) 11 0 a== vvAvec les valeurs aux nœuds 

( ) 3
4

2
3212 LLLLvv ×+×+×+== aaaa

( ) 21 0 aq ==
dx
dv

z

( ) 2
4322 32 LLL

dx
dv

z aaaq ×+××+==
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ú
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ù
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2
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2

2

1

1

3210
1

0010
0001

a

a

a

a

q

q

LL

LLLv

v

z

z

Inversion

soit

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

×

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë
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-

---
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ú
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ù
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ê
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1

1
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2

1

1212
1323
0010
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z

v

v

LLLL

LLLL
q

q

a

a

a

a

3. MEF APPLIQUEE AUX POUTRES
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Matrice d’interpolation des déformations [ ]B
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Matrice de comportement du matériau [ ]C
[ ] [ ]EC =

[ ] EC =
Module d’Young
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Matrice de rigidité élémentaire [ ]eK
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Matrice de rigidité élémentaire d’une poutre droite en flexion dans le plan xy
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3.2 Matrice de rigidité d’un élément libre

      poutre droite à 2 nœuds 
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Matrice de rigidité élémentaire d’une poutre droite générale

- Traction – compression

- Torsion

- Flexion dans 2 plans
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Application : cas traction – compression seule :
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3.3 Transformation des coordonnées par rotation du repère

e
xF 1

u1

u2

#1

#2

e
xF 2

exey

q

X

Y

Changement de repère par rotation, 

- passage du repère local ou repère de l’élément

- au repère global ou de la structure

Par rotation d’angle 

( )eee zyx ,,
( )ZYX ,,

q

Exemple : élément poutre en traction – compression
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Vecteur force sur le nœud #1

q

e
xF 1

e
YF 1

e
XF 1

( ) ( )qq sincos 111 ×+×= e
Y

e
X

e
x FFF q

Sous forme matricielle :
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Idem pour les déplacements

[ ] ( ) ( )
( ) ( )úû

ù
ê
ë

é
=

qq

qq
l

sincos00
00sincos Matrice de transformation

des coordonnées

Local Global
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Pour l’élément poutre

[ ] [ ] [ ]
YX

e
yx

e PP
,,

×= l [ ] [ ] [ ]
YX

e
yx

e DD
,,

×= l

Relation charge – déplacements

[ ] [ ] [ ]
yx

e
yx

e
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e DKP
,,,

×=

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
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e
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e
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,,,

××=× ll

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
YX

e
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eT
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,,,
×××= ll

[ ] [ ]Tll =
-1

[ ] [ ] [ ] [ ]ll ××=
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[ ] [ ] [ ]
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e
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,,,
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Exemple
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Y

q
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Matrice de transformation

des coordonnées

[ ] ú
û

ù
ê
ë

é

-

-
×

×
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AEK yx

e
Matrice de rigidité élémentaire 

en traction – compression

(repère local)

[ ] [ ] [ ] [ ]ll ××=
yx

eT

YX
e KK

,,

Matrice de rigidité élémentaire 

en traction – compression

(repère global)
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3.4 Assemblage

Principe assemblage

L’énergie de déformation totale de la structure est la somme des énergies 
de déformation de tous les éléments

Energie de déformation pour un élément

[ ] [ ] [ ]eeTee
def DKDW ××=

2
1

Energie de déformation pour la structure 

[ ] [ ] [ ]DKDW T
def ××=

2
1

å=
éléments

e
defdef WW

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]å ××=××
éléments

eeTeT DKDDKD
2
1

2
1

Identification terme à terme : [ ]K
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Exemple (2 éléments poutre en traction – compression)

e
xF 1

X = x

u1 u2

#1 #2

e
xF 2

#3

u3e
xF 3

Elément 1 Elément 2

commun

å=
éléments

e
defdef WW

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]å
=

××=××
2

1 2
1

2
1

e

eeTeT DKDDKD

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]222111

2
1

2
1

2
1 DKDDKDDKD TTT

××+××=××
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Règle pratique pour l’assemblage d’éléments poutres colinéaires

#1 #2 #3
commun

Elément 1 Elément 2
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Nœud #1

Nœud #3
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#2
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4. EXEMPLE DE REFERENCE

#1

#2

X

Y

#3

E 1

E 2

DONNEES
Elément 1 : longueur L
Elément 2 : longueur L/2

Elément 1&2 : section carrée 30x30

  Matériau E=200GPa

Uniquement traction-compression

dans les barres car :

- toutes liaisons -> articulations

- action extérieures -> liaisons

DETERMINER
- matrices de rigidité locale

- matrice de rigidité globale

- déplacements et réactions aux nœuds

- efforts dans les barres

200kN

4.1 Cahier des charges

45°
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4.2 Matrices de rigidité élémentaire
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4.5 Efforts normaux dans les éléments
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#1

#2

X

Y

#3

E 1

E 2

DONNEES
Elément 1 : longueur L
Elément 2 : longueur L/2
Elément 3 : longueur L/2

Elément 1, 2 & 3 : 

 Section carrée 30x30

 Matériau E=200GPa

DETERMINER
- matrices de rigidité locale

- matrice de rigidité globale

- déplacements et réactions aux nœuds

- efforts dans les barres

200kN

4.6 Modification de la structure

45°

E 3

#4
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