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Plan du cours : +

+ Chapitre 1 : Méthodes énergétiques
3h de CM
8h de TD

+ Chapitre 2 : Méthode des éléments finis
3h de CM
6h de TD

Atelier python implémentation par éléments finis (en cours de montage)



Chapitre 1 : Méthodes énergétiques



Partie I : Energie

[.1 Définition de I’énergie et ses formes
[.2 Conservation de I’énergie
I.3 Travail des efforts extérieurs

I.4 Energie de déformation



[.1 Définition de I’énergie et ses formes :

L’énergie est une grandeur physique mesurable, exprimée en joules (J) dans le Systeme international d’unités (SI).

Elle peut se présenter sous différentes formes pour un systéeme donné :

Formes de I'énergie|

\ 4

\ 4

Energie interne U

liée aux mouvements et
interactions entre les
particules constituant le
systeme

Energie mécanique E,,
Energie cinétique L Energie potentielle £,
associée au mouvement liée a la position de I'objet
global de I'objet dans un champ de forces

\ 4
Energies échangées
avec 'extérieur

A\ 4 A 4

Travail mécanique des Chaleur recue ou
efforts extérieurs Wyt cedee ()

Energie totale d’'un systéme : Figtale =

m + U



[.2 Conservation de I’énergie :

[.2.a Premier principe de la thermodynamique :

Considérons un solide B qui évolue d’un état initial (I) vers un état final (2), sous I'effet des efforts extérieurs appliqués :

D’apres le principe de conservation de I’énergie, la variation de I’énergie totale du systeme entre ces deux états est égale
a la somme du travail des efforts extérieurs et de la chaleur recue :

AE11:otatle — Wext(@ — @) T Q(@ — ®)

* Wext (D — (@) est le travail effectué par les efforts extérieurs lors du passage de 'état (1) a I'état(2) ,

« Q((D — (@)est la quantité de chaleur recue par le systéme au cours de cette transformation.



[.2 Conservation de I’énergie :
[.2.b Hypotheses :

(H1) : Le matériau élastique linéaire.

(H2) : Le comportement est quasi-statique : les sollicitations extérieures sont appliquées progressivement (sans
accélération) de maniere a n’introduire que des déplacements a vitesse tres lente. On peut alors négliger les effets
d'inertie, soit AE, = 0et AE, = 0.

(H3) : Les aspects calorifiques dues aux transformations que subit le solides ne sont pas pris en compte.
(H4) : Le poids propre de la poutre est négligé, ce qui correspond a une condition de repos initial.

(Hs) : Les déplacements sont petits, ce qui permet 'approximation des déformations infinitésimales.



[.2 Conservation de I’énergie :

[.2.c Prise en compte des hypotheses :

(H3) : Aucun échange de chaleur
avec l'extérieur

Premier principe de la thermodynamique :

AE'C -+ AEP -+ A/U = Wexi:(@ — @) T QM))
l

(H2) : Le comportement est quasi-

statique : Ax. —0 et Ar, =0 U @ S U @

(Hyg) : L’état initial est naturel :
U =0

i—}) Ugy = Wext (D = )

(H3) : pas de changement d’état,
pas de changement de température,
comportement purement élastique

L’énergie interne se décompose en :
Energie de déformation Wy (énergie élastique dans
les solides)
Energie cinétique microscopique
Energie potentielle microscopique / d f —_— t
Energie nucléaire € €Xx

Energie électronique
Etc. 9




[.3 Travail des efforts extérieurs :

Considérons un solide 3 soumis a des efforts extérieurs. On se concentre sur la force ?appliquée en un point M. Ce
point se déplace en M/ On note § la projection du vecteur déplacement 17 11'dans la direction de la force F'.

Comme le chargement est appliqué progressivement, le travail effectué par la force?s’écrit :

Wﬁ:%?-ﬁ:%m

1
Si le solide est soumis & un couple 8, le travail effectué s’écrit : FWC; =3 C 9‘}

10



Deéemonstration :

L’hypothese (H2) implique que la force ?est appliqué de maniére progressive, sous la forme k?avec k € [0,1].

Le cadre de petites perturbations est adopté, la relation force-déplacement est alors linéaire : a une force K
correspond un déplacement k4.

F A
Un incrément de force dk Fde la force k?engendre un déplacement dko.
Le travail élémentaire est donc :
dWeye = (k F) (6 dk)
kF+dikF
En intégrant pour £ € [0, 1], on obtient le travalil total de la force? ; kF
1
Wext = / dWext
% kS ko + dko 5
= / (k F) (0 dk)
0
= F9) / k dk 1
4 k2 1 Wﬁ — §F 5
-l
1 2 1o

= —F9 11
2



I.4 Energie de déformation :
[.4.a Expression générale :

Pour un solide élastique linéaire occupant un volume V', I’énergie interne de déformation emmagasinée par le

solide est : 5
‘ Wdef=—f//g:§dV 4’
2 v— —

ou :
* o est la matrice de contraintes
* £ estla matrice de déformations

En notation indicielle, elle s’écrit :

{Wdet‘_ %///‘/;;%sijdv

La démonstration est équivalente a celle du travail des efforts extérieurs. Veuillez consulter le cours pour plus de
détails.

12



I.4 Energie de déformation :
[.4.b Expression dans le cadre de la RdM :

Considérons une poutre [AB]de longueur ¢, dont la fibre moyenne est orientée selon le vecteur 7.

'application des actions mécaniques extérieures sur cette poutre engendrent des efforts intérieurs :

\J

b

Pour une section (.5), la matrice de contraintes s'écrit :

Oxzx Txy Txz
o= | Tay 0 0

T 0 0
, : , . . 1
[’énergie de déformation devient :  Wy.s = 5 / / / [am Egx + Tay Exy + Toz Exz
1%

TTyx Eyz T Oyae€yy + Tyayz

+Tz$ €zfy + Tzq/ sz + O-ZF sz} dv

1
Wdef — 5 /// [szc Exx T 2Ta:y Exy + 27y, 8&?2] dV
%4

v

AY

(5)

13
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oy ) 1
En utilisant la loi de Hooke ¢ = tv

14
-4 tr(g) I , les composantes de déformations s’écrivent :

2
o) T. T.
Exx — ﬂa 251::4; — ﬂa et 2., = .
E p
avec j = 5 (ii ) est le module de cisaillement, £ est le module de Young et v est le coefficient de Poisson.
174

Waet = //f { w2 = (72, 472 )] v

On exploite d’une part les relations entre les contraintes et les efforts intérieurs :

N(ZC) —|—z——y— Toy = — o — R—F Txz
S IGy IGz S Ig S

Ogx —

D’autre part, on suppose que (Gy)et (GZ)sont des axes principaux d’inertie :

[ vas=mo. 0. [[ 245 =ma, =0, [[ yzas—1a,. —0
S S S

M,y (z) M. (x) - Ty(z)  My(z) _ T(x) n

M (x)
Iq

14



[’énergie de déformation pour une poutre droite de longueur ¢ & section droite symétrique est :

W= [ [Nl T rz;( m N

2 ES 1S /E”IGy Elg.

Elle s’écrit sous la forme :

Charge”

+ ... ] dz

- Materiau x Inertie

La quantité "Inertie" est liée a la géométrie
du matériau. Elle est égale a la surface S si
la "charge" est une force et par le moment
quadratique ou produit [ si la "charge™est
un moment.

La quantité « Matériau" désigne le module
de Young E pour une charge induisant

composante du torseu
cohésion

: S 1 [ [N(z)?
Pour une poutre droite plane dans le plan (Z,4): | Waet = = f 4
0

15
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Partie II : Méthode de Clapeyron

I1.1 Coefficients d’influence
II.2 Formule de Clapeyron

I1.3 Exemple d’application
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II Méthode de Clapeyron :

I1.1 Coefficients d’influence :

On considére une poutre[ A B]de longueur ¢ soumise a l'action de deux forces concentrées £ et F, appliquées

respectivement aux points P, et 2., ;

F

) P

—
L’application de /7 en P provoque un déplacement du point P;

(noté w11) mais aussi un déplacement du point /5 (noté u21)

Fiy

<y

—
L’application de F5 en P provoque un déplacement du point P;

(noté %12) mais aussi un déplacement du point /5 (noté u22)
3

2

"
PZ

17



Comme les déplacements se produisent dans la direction de la force appliquée, il existe une proportionnalité entre les forces et les
déplacements.

Cette propriété permet d’introduire les coefficients d’influence f; ; qui représentent respectivement les déplacements des points Py
et P sous l'effet d’une force unitaire

On pose :

ﬁ
¢ 01 =uypl +uiz = f11F1 + fi2F% : le déplacement projeté du point P; dans la direction de F;

%
* 0o = Uy + Ug = fo1F1 + faoFy @ le déplacement projeté du point I’ dans la direction de F5

18



Généralisation :

Pour une poutre en équilibre sous I’action de forces concentrées ﬁ@ — F@n_z (1 < < n), alors le déplacement du
point P; projeté sur la direction deﬁi s’écrit :

—
0 = uj - mj =Y iy Uiy = >y fijFj

avec u;; est la contribution du déplacement provoqué au point /°; par la force F;appliquée en P;

Remarque :
Les indices du déplacement sont tels que :
* Le premier indice indique 'effet (ici le déplacement en F;)

 Le second indice indique la cause (ici la force F;appliquée en I°))



II Méthode de Clapeyron :

II.2 Formule de Clapeyron :

On considére une poutre en équilibre sous l'action de sollicitations extérieurs :

* Des forces ﬁz appliquées aux points P; (1 < i < n)

y

* Des couples 'y appliquées aux points M, (1 < £ <) A

1 Pi

* ), le déplacement du point d’application de la force ﬁi, projeté dans la direction de cette force

On note :

6/ larotation de la section au point d’application du couple C,

Sous I’hypothése de comportement élastique linéaire et de petits déplacements, I'énergie de déformation s’écrit :

l — 1 «
Waet = §;Fi5i+§!;C£9€

20




Remarque :

Le théoreme de Clapeyron est particulierement utile lorsqu’un seul chargement (force ou couple) est appliqué.

Dans ce cas, il permet de déterminer facilement un déplacement ou une rotation, et la formule se simplifie :

Waet = 2F 8 ou Waer = 2C 6y

Si plusieurs forces ou couples sont appliqués simultanément, la formule de Clapeyron reste valable, mais il serait
difficile d’isoler I’effet d’'une action particuliere.

Dans ce cas, il est souvent préférable de recourir a d’autres méthodes énergétiques, comme le théoreme de
Maxwell-Mohr ou de Castigliano.



II Méthode de Clapeyron :

I1.3 Exemple d’application 1 :

On considére une poutre [AB]de longueur ¢, constituée d’un matériau homogeéne, encastrée en = 0 et soumise a
une force ponctuelle F'#constante en x = ¢. On cherche a déterminer le déplacement du point B.

A —
Y
1
|
|
|
M 3
> >
A B T
N E
Solution :
Le torseur des efforts intérieurs s’écrit : L’expression de I’énergie de déformation est : La formule de Clapeyron s’écrit :
y LT 2 2 /] 2 1
N(z) M;(x) F 0 W — %/ Né:g) N T,(z) N M., (x) e Wd = y 55
' o L ,UJS EIGz € 2
{ﬁnt} = %(I) ﬂ/[y(il?) = 0 0 £ r 2 2
G 1 / N(x) A 1 F</ 1
T.(z) M.(x)),. (0 o), 2 ), | EBS | ¢ = ———==-Fdp
e 2ES _ 2
- Qf ES] o = § e
0 L B —
~2ES 22




I1.3 Exemple d’application 2 :

On considére une poutre [AB]de longueur ¢, constituée d’'un matériau homogéne, encastrée en x = (et soumise a
une force ponctuelle —F'y/ constante en z = ¢. On cherche a déterminer le déplacement du point B.

"y

NA g B T

- P
- L

Solution :

Le torseur des efforts intérieurs s’écrit : L’expression de I’énergie de déformation est : La formule de Clapeyron s’écrit :

23
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Partie III : Méthode de Maxwell-Mohr

[1I.1 Matrice de flexibilité ou de souplesse

I1I.2 Théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti

I11.3 Travail des actions extérieurs en fonction de la matrice de flexibilité
I1I.4 Calcul des termes de la matrice de flexibilité

I1I.5 Exemple d’application

+
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[II Méthode de Maxwell-Mohr :

III.1 Matrice de flexibilité ou de souplesse

Rappel sur les coefficients d’influence :

On considere une poutre en équilibre sous I'action de deux forces extérieurs :
(a) Laforce F appliquée au point P
(b) Laforce F; appliquée au point P;

Les coefficients d’influence vérifient les relations :
Le déplacement total des points P; et P; s’écrit :

0i = tii + Wig = f%F% + fij Fj sous forme matricielle {6’5 } — [f 0% f ©j ] {F i }
S %
5j = Uj; + Uj; = fJ@FZ + fijj 25




La relation entre les déplacements et les forces s’écrit alors :

{ {D} = [f1{F} 1

ou :

» {D} estle vecteur des déplacements généralisés ;
* [f]estla matrice de flexibilité ;

» {F}estle vecteur des charges généralisées.

Généralisation :

Lorsqu'une poutre est soumise a n actions extérieures (forces et/ou couples), la matrice de flexibilité prend la forme suivante :

-fll f12 fln_
f21 f22 f2n
f=1. .

i faz o fom

La relation {D} = [f] {F} reste valable ou le vecteur des charges généralisée { '} regroupe ’ensemble des forces et couples
appliqués, tandis que le vecteur des déplacements généralisés { D } contient les déplacements ou les rotations associés.



III Méthode de Maxwell-Mohr :

III.2 Théoreme de Maxwell-Betti

On considére une poutre en équilibre sous I’action de deux forces :
1) Laforce F; appliquée au point P;
2) Laforce F; appliquée au point

Sous I'action de ﬁ-, les déplacements projetés sur la direction ﬁ sont :
u;; pour le point P; et u;; pour le pointF;

: — , .y D .=
Sous l'action de F}, les déplacements projetés sur la direction F);sont :
ui; pour le point P; et u;;pour le pointP;

[’énergie interne de déformation ne dépend pas de ’ordre de I'application des charges.

/ ’, . N . . ’, —> PN
On évalue cette énergie due a 'action simultanée de ﬁ et F; de deux maniéres. -



Approche I :
a) On applique d’abord la force ﬁ-au point P;

y ﬁ? Théoreme de Clapeyron :
(a) _ 1 ,
Waet, = 5Fiti |

-
.-
.-

-,

el

7

Théoreme de Clapeyron :

y 1
Wiet, = 545 g HEi v

1 1
(Z) = —F@Um —+ §FJ ujj —+ F@ uij

Energie de déformation totale : Wyer, = ngf)l + Wiet, = 5

28




Approche II :
—
a) On applique d’abord la force F; au pointP;

7 F
? Y / Théoréme de Clapeyron :

| P, | (@ _ 1

. & Waet,, = 5 i ’

AL /) B
.............................. i
b) Dans un second temps, on applique d’abord la force ﬁ au point P;
i ﬁj Théoreme de Clapeyron :
b 1
F}/ Wiet,r = o wii 1 £ uyi

A
1
1
1
1
1
1
1
I
I
I

.

a 1 1
Energie de déformation totale : Wyer,, = (gef)n + Wéb) = EFjUjj + §F7’ wi; + F uj;

efII



b 1 1
Comme : Wdef_r = Wdefu , avecC . Wdef_, = Wé:f)f + Wc&e%; = —[;Uj; T+ §Fj Uy j + F,L Uy g

2
a b 1 1
Waet;; = Wéef)n + Wée%” = ohiuss + §Fz’ wii + Fj uji
1 1 1 1

§F<,Lm -+ aFJ Uj; + F; Ui = 5ijujj -+ EAF” Ui + Fj U j

Fz' ’U,ij = Fj sz'

D’ou le théoréme de Mjgxwell—Betti : N N
Le travail de la force F; pour le déplacement provoqué par la force F; est égal au travail de la force F; pour le

déplacement provoqué par F; :
FF@ uij — Fj ’U,ji

Le théoreme de Maxwell-Betti implique la symétrie des coefficients d’influence :

Remarque :

F@ uz-j = Fj sz'

B L B =15 [k

i = Jidi




III Méthode de Maxwell-Mohr :

I1I1.3 Travail des actions extérieurs en fonction de la matrice de flexibilité

[’énergie de déformation d’apres la méthode de Clapeyron s’écrit :

1 < -~ 1
Wdef _ 5 Z Fz 5?1 —_ sous forme matricielle > Wde f = 5 { F}T { D}
1=1

La relation déplacement-force s’écrit :

5?: — Z fw FJ L tous forme matricielle > {D} — [ f ] {F}
j=1

En combinant les deux relations, on obtient :

Waet = %{F}T {D} {F;;

31



III Méthode de Maxwell-Mohr :

I1I.4 Calcul des termes de la matrice de flexibilité

On considere une poutre soumis a des efforts extérieurs ﬁz et F; . On définit deux états unitaires :
Etat unitaire 1 : Etat unitaire 2 :
Y Fj=1

A A
1 1
1 1
1 1
1 1
I 1
1 1
I 1
1 1
! 1
1 1

7 7

Les coefficients d’influence s’écrivent : ( (N )j ( )i (Ty);

Elg, Elg.

(Mt (Mt (My)@ - (My); . (M) (MZ)j) dz

Remarque :

Il y a une analogie avec I’énergie stockée dans une poutre :
1. Pasde facteur /2

2. Les efforts intérieurs (N, ... ) sont calculés pour une charge unitaire -



III Méthode de Maxwell-Mohr :

I1I.5 Exemple d’application

On considére une poutre [AB]de longueur ¢, encastrée enz = 0 et soumise a une force ponctuelle —F3 en v = a et

a un couple I" Za son extrémité x = ¢. .
Y

|
A B 7
\\J |

b
/4

I

En négligeant dans le calcul de I'énergie de déformation les effets dus a I'effort tranchant, déterminer le déplacement

vertical vp au point B ainsi que la rotation de la section droite .~ au point C' en utilisant la méthode de Maxwell-
Mohr.

Solution :

On rappelle la formule: {D} = [f] {F}

Elle s’écrit ici sous la forme : v |  |fir fie]| | F
Oc| |for foo| \T

33



Etat unitaire 1 : Etat unitaire 2 :

Yy A7

rl

Troncon AB: 0 <z <b Troncon AC: 0 < x </
(0 0 ) ‘0 0)
{Tw} =4-1 0 3 {Tw} =<0 0}
G1 G
\ 0 (aj_b), G4 \O 1) G

Troncon BC: b < x < ¢

{’Em}Gz =30 0y

\ )GQ



0 0 ) (0 0) (0 0)
(T} =4-1 0 {T} =40 0} {Tu} =40 07
G1 2 G
0 (Il?—b)} G \0 0) Go \0 1)G

Calcul de f11:
fiy = /12 ((N)l (N1 (Ty)r - (Ty)r  (T2)1- (T n (My)1 - (M) n (My)1 - (My)1 N (M) - (Mz)l) 4
0

FA /,LA ;LA ;LIG EIGy EIGZ

(N)1- (B (T - (B (To)r- (FE) (M) a®y)r (M) - Ldl,)  (M.)y - (M),
& a4 T ah T . T @, T Ele dz

14 P
(NN | (T (1)1 | D))y (M) | (M) )y | (ML) - (M)
*fb( EA A Y Fua eV e, | B )@




{ﬁm}el =< -1 0 >

)Gl

Calculde f19 = fo1: fi1o =

Calcul de foo : Jo2 =

On obtient alors :

-1 b

VB _ E’IG'3 3
Oc b

| 2 I,

{ﬁm}cg =

Go

|

L
o
o

(), -

1 v b
— L A r
B (EIGZ 3) (2EIGZ)

b2
T 6Bl

b ¢
bo = (_QEIGz) B (EIGZ) :

_ 1 _ 2
= 35Ia (2I'¢ — F b*)

(2bF — 3I')




+
Partie IV : Méthode de Castigliano

IV.1 Théoreme de Castigliano

IV.2 Exemple d’application

+
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IV Méthode de Castigliano :

IV.1 Théoreme de Castigliano :

On part de la formule de Clapeyron :

1 n
Waer = 532 Fdi = 53 F D ou S D

i=1 j=1

On développe : Wyer =

1 n n

1

5( 11F1F1—|—...—|—
1

+—§(beF§PH-+-..7

_|_

f1r F1 Fl .

- for I Fy, 4

-flnFan)

oot fon F2 F)

17’L
:52

Jii FiF

1
—Ha(flekFl—i_"'

- . Fr B

'+fkanFn)

_|_

1
+§(fn1FnFl+

+ f'nk Fn. FA 7

- oo o P FR)

Indépendant de £,

: . 1. 1 — 1 — 1. M —
On isole les 2n-1 termes qui dépendent de Fj: Wyer = 5 > fFiF + 5 > friFrFy + 5 fi )7 & Waer

i=1 j=1
ik J#k

38



1 1
Waet = = Z fir FiFy + 5 kangFg + + Widet
1 =1 7=1
i £k j#£k

On dérive Wy.¢ par rapport a Fj. :

Mt 1 — 1 —
OF, :§ZfikFi+§kaij+fkka
=1 =1 \\

’l:: j_
vk J#k

1 1
§fkka + ifkka

On réintegre le dernier terme dans les deux premiers :

MWaer 1 — 1 —
= ZfikFi+§kaij
1=1 7=1

OF, 2+

On applique le théoréeme de Maxwell-Betti (f;x = fxi) :

6Wdef ]_i 1 n 1 n 1 n 1 1
=5 fulFit o) fuly =5 ) kit 5 ) ukj =50k+ S0k =0k
8Fk 2,1;:1 2j:l 2’L:ZI 2321 . :

39



Théoréme de Castigliano :

La dérivée partielle de I’énergie de déformation par rapport a une force ﬁz appliquée a la poutre est égale au déplacement 9, du point
d’application de cette force suivant sa ligne d’action :

5. . 8VVde‘f
" OF;

A / o / L4 b4 o / o \ % L4 / \ / \ o
De méme, la dérivée partielle de 1'énergie de déformation par rapport a un couple (', appliquée a la poutre est égale a la rotation 6,
de la poutre au point de la section droite ou s’applique ce couple :

8Wdef
oCy

0y =

Remarque :

* Le théoreme de Castigliano permet uniquement de calculer les déplacements (au sens de déplacement ou rotation)aux points ou les charges sont
appliquées et selon leur direction d’application. Par conséquent, il ne permet pas, par exemple, de déterminer la rotation d’une section a I'endroit
ou une charge ponctuelle est appliquée.

* Les forces doivent étre considérées indépendantes. Si deux forces extérieures ont la méme intensité 7', il convient alors de les renommer
différemment, par exemple £ et I (considérées a priori comme distinctes), de procéder au calcul des déplacements ¢,, puis d’imposer
Fy = F5, = F dans les résultats.



IV Méthode de Castigliano :

IV.2 Exemple d’application :

On considére une poutre [AB]de longueur ¢, encastrée enz = 0 et soumise a une force ponctuelle —F3 en v = a et
a un couple I" Z’a son extrémité x = ¢.

En négligeant dans le calcul de I'énergie de déformation les effets dus a I'effort tranchant, déterminer le déplacement
vertical vp au point B ainsi que la rotation de la section droite 8~ au point C' en utilisant la méthode de Castigliano.

Solution :
Le torseur des efforts intérieurs s’écrit :
Trongon AB: 0 < x < b Trongon BC: b <z </
4 0 O ) 4 0 0 \
{Tw} =4-F 0 ) {Tu} =0 03
Gl G2
\ 0 F(a:—b)—kF) o \0 F) G "




: i _ 1 [T[N@)? | T,@f | M.(2)’
Effet de I'effort tranchant négligé ---> Waer = B /O [E—S+ 713 +— Te. dz
A\
N
Donc: L[ [(M())? L7 [(M(x))? L[] (M (2))?
Wdef‘ﬁ/() [ Elc. ]dm_ﬁfo [ Elc. }dm+§/b [ Elg. }dm

Pour éviter beaucoup de calcul, il est souvent conseillé de dériver ’énergie par rapport a /et I" pour obtenir
respectivement vg et 6. .

N — 8Wdef
P aF
1 [P [(M,(x))? 1 [ [(M.(x))?
:i_/(z(:r)) dﬂc_'_i_/(z(fﬂ)) dr
OF \ 2 0 EIGz OF \ 2 b ET Gz Matériau homogene :E I, a 'extérieur de I'intégrale
Dérivée a I'intérieur de I'intégrale
1 b M, M,
_ /Mz(x)a @) 4 /M )22 g,
Elc. \ J, OF EIGZ oL
our 0 <z < b, zx)z(a:—b)
p ; ;
b 1 ¢ O ()
/(F(:c—b)+F)(a:—b)da: + /Odm et pour b <z < £, 2= g
0 Elg. \Jy

/bF(:U—b)2+T($—b)da3)
0

Changement de variable : El Gz
0 370 219 2
1 X X b

FX?24+TXdX F | = | — — 2bF — 3T ivant —i

f + ) ( [ ]b+ [ > ]b) TP ) (suivant —y)

X=ax-0b 1

EIGZ



e C OWaet O (1 [P [(M,(x))? 5] 1/*3 (M, (z))?
La rotation s’écrit : 6, = = (— fo [ ) dx +8_1“ 2 ), Bl dax

b OM,(z) 1 ¢ OM., (x)
) (/0 M, (x) or da:) - Bl (/b M, (z) 5C dm)
b J4
: (fo (F(x—b)w)(l)dx) + E;Gz (/b (P)(l)daz)
b 4
— E}Gz (/0 F(a:—b)—i—Fdx) + E-;Gz (/b Fda:)
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Partie V : Méthode de la charge fictive

IV.1 Théoreme de la charge fictive

IV.2 Exemple d’application

+
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V Méthode de la charge fictive :

V.1 Théoreme de la charge fictive

On considere une poutre soumise a n charges ﬁz appliquées en des points P;. Pour déterminer le déplacement d d’'un

point /°de la poutre dans une direction donnée 72, on introduit une force fictive p appliquée en ce point suivant la
direction considérée.

Si Waet (@, F1, ..., F,) désigne Iénergie de déformation de la poutre sous I'effet de la force fictive @ et des charges
réelles F;, alors le déplacement ¢ du point Pdans la direction 77 s’exprime par :

. 6Wdef

. aWdef
§=1 O F,....F) =
1M ( s L1, 3 ) 8(13

P—0 8(1)

(@, Fy,..., F,)

P=0

Un raisonnement similaire pour I'application d’un couple fictif C'nn en P. La rotation de la section droite en PP autour
de la direction riest :

OW et
Fy,.... F,) =
(OJ 1, > ) (-:)C

f = lim OWaes

Am — 5 (C,F1,...,Fy)

C=0

C’est un outil particulierement efficace pour évaluer les déplacements et les rotations des sections droites, notamment

aux points ou aucune charge ponctuelle n’est appliquée, ou dans le cas de poutres soumises a des charges réparties.
)
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V Méthode de la charge fictive :

V.2 Exemple d’application

On considére une poutre [AB]de longueur ¢, encastrée enz = 0 et soumise a une force ponctuelle —F'f en x = /.

"y

’ {4

En négligeant dans le calcul de I'énergie de déformation les effets dus a I'effort tranchant, déterminer la rotation de la
section en B en utilisant le théoréme de la charge fictive.

On introduit un couple fictive ['au Hoint B
Y




Le torseur des efforts intérieurs s’écrit :

0 0
{Tint}G:w 0 >
0 '+ F(z—1{)]

En utilisant le théoréme de la charge fictive, on obtient :
14 2
r=o0 JI' \ 2 ), Elg., r=0

1 ¢ oM, (x)
%5 = Fla ( /O M:(#) =55 dx) ‘1“:0

0rn — 8VVdef
B ar

1 ¢

= I — 1
EIszO( FF(z—0)( )dx‘rzo
1 Y4

= I'+ F —
EIGz /; + (LI’J g) dm‘rzo

1 0
_ r FXdX‘
Elg. /_e i =0

1 0 x27°
- rix9°, +F |2 ’
EIGZ( et [2 }2) r=o

2
N
Elg, 2
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Partie VI : Systemes hyperstatiques

IV.1 Degré d’hyperstatisme
IV.2 Théoreme de Menabréa

IV.3 Exemple d’application

+
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VI Systemes hyperstatiques :

VI.1 Degré d’hyperstatisme

Soit une structure ayant au total r inconnues de liaison (composantes de réactions a déterminer).

Pour une structure 3D, on dispose de 6 équations pour écrire I’équilibre global de la structure (3 pour le théoreme de
la résultante, 3 pour le théoreme du moment d’apres le PFS)

On note h le degré d’hyperstatisme, alors pour le cas 3D :

h3D:T‘—6{

Pour une structure plane, on dispose de 3 équations pour écrire 1 ’équilibre global de la structure (2 pour le
théoreme de la résultante, 1 pour le théoreme du moment), alors pour le cas plan :

| hap=r-3|

h _ La structure est dite isostatique. Les liaisons sont au nombre strictement suffisant pour assurer 1'équilibre. L'écriture
des équations de la statique suffit seule a déterminer les réactions de liaison.

h > O La structure est dite hyperstatique d'ordre / .L'écriture des équations de la statique ne suffit pas seule a déterminer les
réactions de liaison. On parle d'appuis surabondants. Il faudra & équations supplémentaires pour résoudre le systéme.

h < 0 La structure est un mécanisme (pas stable).
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VI Systemes hyperstatiques :

V1.2 Théoreme de Menabréa
Le théoreme de Castigliano, introduit dans la section IV peut également étre utilisé pour analyser des systemes
hyperstatiques :

i.  On supprime les liaisons surabondantes (réactions et/ou moments de liaisons), de maniére a transformer le
systeme hyperstatique en un systéme isostatique.

ii. En plus des chargements extérieurs, on applique a ce systeme isostatique les réactions et/ou moments
surabondants comme des forces et des couples extérieurs. A ce stade, on choisit des inconnues hyperstatiques
(notées X ) a traiter comme variables a déterminer.

iii. Par lapplication du théoreme de Castigliano a I’action de contact d’'un appui sans frottement (ou encastrement),
on calcule les déplacements et les rotations du systeme rendu isostatique.

Théoreme de Menabréa :

Les valeurs des réactions hyperstatiques correspondant a I’équilibre du systéeme rendent minimale (stationnaire)
I’énergie de déformation Ws:

OW get

=0
0Xgr
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VI Systemes hyperstatiques :
VI.3 Exemple d’application

On considere une poutre de longueur /, encastrée en = = 0 et sous appui simple fixe en z = ¢. Elle est soumise a une

T S
force ponctuelle -Fyenz = 5.

| £/2

= : Z2

Déterminer la (les) inconnue(s) hyperstatique(s) du probleme en utilisant le théoreme de Menabréa.

i. On calcule le degré d’hyperstatisme de la poutre et on choisit les inconnues hyperstatiques :

On a 4 inconnues de liaison (3 inconnues pour l'encastrement en A notées X 4, Y, et M 4 et une inconnue pour l'appui simple
fixe en C notée Y ), doncr = 4.

On a donc une structure hyperstatique du premier degré, avec Y comme inconnue hyperstatique (choix le plus judicieux ici

car C’est la seule inconnue qui est isolée a ’extrémité droite). 51



ii. On supprime l'appui simple fixe au point C et on considere Y comme un chargement extérieur pour rendre la structure
isostatique. Le nouveau probléme a résoudre est le suivant :

Y

iii. On calcule le torseur des efforts intérieurs :

Trongon AB: 0 < z < £ Trongon BC : %<m<€
a 0 \ (0 0
{ﬂnt}e = _F_|_YC 0 > {ﬂnt}Gz = < YC O >
1
0 Yo(l—2x
0 F(m—g)—kYg(ﬁ—a}))Gl \ c )) e

iv. On détermine l'expression de I'énergie de déformation (les effets de l'effort tranchant sont supposés négligés) et on applique le

théoreme de Menabréa : , ,
1 M.
W — & / [M} e
0

2 Elg,
5 2))2 l 7))2
=2, o) va ) o |
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Le théoréeme de Menabréa donne :

0_8Wdef
9. E
_ 0 (L AOL@P g L L [0
_%[2/0 [TGZ d$+§/% Bl dx
B ¢
1 2 oM, (z) 1 ‘ M. ()
Ble. | Jo MY Tave Y| T B ﬁ (@) =5y, 4
P /5 F( —£)+Y (6 —2)) (¢ — 2) da [t 1 /EY PR
- == EIGZ 0 €L 2 & xr . xr X EIGZ % C xZ). T T
1 5/ ,
Elg. UO (F(I_§)+YC(£—$)).(f—m)dx] | |
Ellrc;z /0 F(.’E_g)(f—m)JrYC(f—:E)?da:] oI '_/%E
L ) 1 B
- 1o /0 Fc"“”)Fgwm)”@(ﬁdex] " Fle. |  Yo(t=x) dw’]
1 _ 5 ¢ 2 B 1 —YC}’EB}
ZEIGz _/U Fﬁ(f—w)—F§(€—$)+Y(;(€—x) dgg] - o o
1 [F 3P 7Y
_EIGZ L 12 a 8 24 }
On obtient : 1 [Fe3 3R N Y l? N 1 [Yor3 L
Ffz YCES
(20— _
5q (2—9)+——=0

F
Y~ = — (20 —
C 36(6 9)
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Partie VII : Intégrales de Mohr



VII Intégrales de Mohr :

Le calcul analytique des intégrales est fastidieux. Il existe une formulation graphique, fondée sur

la superposition des aires des diagrammes de moments fléchissant, permettant un calcul plus
rapide.

Le tableau ci-apres présente des formes types de diagrammes (triangles, trapezes, rectangles)
avec les expressions déja intégrées :

/ M;(z) M;(z) dz

Ces intégrales sont appelés les intégrales de Mohr.



- -

L

| )

L

 aL GL
L

L
ETH.- (Jnnr] + 1.1(2)

L
s (2;’”1 my + My ma
i

+Msmq + 2Ms '.i’T.‘.z)

% (25.1’1 my — ﬂfl ma

+Msmy — 2M4 ?]‘lg)

%T.’Ll (2M1 + _".irg)

%'rm (Jur1 + 211-1'2)

L
L [ﬂ-h(l + B)
+Ms (]_ + (l)i|

L
E?’i}‘.— (Jr”l - ‘lfz}

% (zﬂf] my + My mo
i)

— Moy — 2M, -m.g)

L
F (2;1“ my — .'"'nr[ ma
i

—Msmy + 2My ?732)

L
E?R] (2;‘11’-] - ﬂ'r'rz)

L
Em] (:'-Jr] — 2:”-2:]

L
" [ﬂ--{l(l + )
— M, (]_ + (1:]:|

£ Mim
2

% M (2mq + ms)

L
5 My (2my — ma2)

% :Ur 1 mi

— My m:
g m

L
5 Mym (14 3)

L
E J.fg (?Tll + 2m_>)

L
E :'.fg (?Tl[ - 2m2)

. L L
— Mam — Mam — Msm: — M-
| 9 2 M 5 Mo mq 3 1o mo 5 Iom(l + «)
L L L (3— 4a?)
L —.M[ 1148 —_M[ 1(1+ 8 L N S MmE—2)
. 3 Mm g M [ma(l+0) | gM |m(l+5) G Mm(1+8) | SMma(1+a) | 12 "3
- +meq (1 + ﬂ]} —mg (1 + ﬂi)} pour a < f3
N\ L. L. L L L
”l 3 Mym T M;(3my + ms) T M;(3my — ms) 1 My mq 12 M mso o Mym(l+ 8+ 5?)
" L M L Ma(my + 3ms) L VM 3 Ms m — Mym £Mz m(1l + o + a?)
3 fom 1o Mzlma + oms E;-g(ml—.mgj 19 21 g Mz 12 - ¥ + ¢
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Partie VIII : Energie de déformation dans un treillis

+
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VIII Energie de déformation dans un treillis :

[’énergie de déformation dans un treillis s’écrit, grace au principe de superposition sous la forme :

—

nb de barres

Waet = E W e
1=1
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