
Notions de probabilité

Variance 𝜎𝜎𝑥𝑥2 et écart type 𝜎𝜎𝑥𝑥: 𝜎𝜎𝑥𝑥2 = 𝑋𝑋 − 𝑋𝑋 2 = 𝑋𝑋2 − 𝑋𝑋 2

𝑝𝑝𝑥𝑥 𝑥𝑥 =
1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 −
𝑥𝑥 − 𝑚𝑚 2

2𝜎𝜎2

Exemple important en physique, les v.a. gaussiennes qui seront omniprésentes:

Loi normale N 𝑚𝑚,𝜎𝜎2

N(1,1)Espérance Variance
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Formules utiles
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A vos stylos ! 𝑝𝑝𝑥𝑥 𝑥𝑥 =
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𝑝𝑝𝑥𝑥 𝑥𝑥 Normée ?
m espérance ?
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3.) Variables aléatoires indépendantes (écriture pour v.a. discrètes)

Définition: Soit 𝑋𝑋 et 𝑌𝑌 deux variables aléatoires à valeurs dans les ensembles 𝐸𝐸𝐸𝐸 et 𝐸𝐸𝐸𝐸.
𝑋𝑋 et 𝑌𝑌 sont des v.a. indépendantes si leurs réalisations sont des évènements indépendants:

Généralisation: Les v.a. {𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛} sont dites indépendantes si la v.a. 𝑌𝑌 = (𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) à 
valeur dans 𝐸𝐸1 × 𝐸𝐸2 × ⋯× 𝐸𝐸𝑛𝑛 admet pour loi le produit des lois marginales

Prob( {X = kx et Y = ky} ) = Px(kx) Py(ky)

Py( k1, k2 … kn) = �
𝑖𝑖=1

𝑁𝑁

PXi(ki)

Normalisation: 1 = �
𝑘𝑘𝑥𝑥∈𝐸𝐸𝑥𝑥

�
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𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑘𝑘𝑥𝑥 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑘𝑘𝑦𝑦) = �
𝑘𝑘𝑥𝑥∈𝐸𝐸𝑥𝑥

𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑘𝑘𝑥𝑥 × �
𝑘𝑘𝑦𝑦∈𝐸𝐸𝑦𝑦

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑘𝑘𝑦𝑦)
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3.) Variables aléatoires indépendantes (écriture pour v.a. discrètes)

Propriété: si les v.a. 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 à valeur respectivement dans 𝐸𝐸1,𝐸𝐸2, … ,𝐸𝐸𝑛𝑛 sont indépendantes, 

alors la variable aléatoire                          a pour espéranceZ = �
𝑖𝑖=1

𝑁𝑁

𝑋𝑋𝑖𝑖 E(Z) = �
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𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑖𝑖)
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3.) Variables aléatoires indépendantes (écriture pour v.a. discrètes)

Soit les v.a. 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 à valeur respectivement dans 𝐸𝐸1,𝐸𝐸2, … ,𝐸𝐸𝑛𝑛 indépendantes et suivant la 
même loi de variance 𝜎𝜎2 et d’espérance 𝑚𝑚 .

Propriété : la v.a.                      a pour espérance 𝐸𝐸 𝑆𝑆 = 𝑁𝑁 × 𝑚𝑚 et pour variance 𝜎𝜎𝑆𝑆2 = N × 𝜎𝜎2

Propriété : la v.a.                             a pour espérance 𝐸𝐸 𝑀𝑀 = 𝑚𝑚 et pour variance 𝜎𝜎𝑀𝑀2 = 𝜎𝜎2

𝑁𝑁

Loi des grands nombres:
La variable aléatoire 𝑀𝑀 tend vers la v.a. certaine 𝑚𝑚 lorsque N tend vers l’infini:  
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𝑋𝑋𝑖𝑖 − 𝑚𝑚 ≥ 𝜀𝜀 = 0

En physique: La valeur d’une observable, résultant de la contribution d’un
grand nombre d’objets, finit par coïncider avec sa valeur moyenne. On parle
d’une grandeur macroscopique (ex: la pression).
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3.) Variables aléatoires indépendantes (écriture pour v.a. discrètes)

Théorème central limite (ou Théorème central limite):
Soit les v.a. 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 à valeur respectivement dans 𝐸𝐸1,𝐸𝐸2, … ,𝐸𝐸𝑛𝑛 indépendantes et suivant la
même loi de variance 𝜎𝜎2 et d’espérance 𝑚𝑚. On note N 𝑚𝑚0,𝜎𝜎02 la loi normale d’espérance 𝑚𝑚0
et de variance 𝜎𝜎02.
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N 𝑁𝑁 × 𝑚𝑚,𝑁𝑁 × 𝜎𝜎2
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