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Premières observations par Robert
Brown (Botaniste) du mouvement
Brownien, publiées en 1828

Un peu d’histoire

On the movement of small particles suspended in a
stationary liquid demanded by the molecular-kinetic
theory of heat, Annalen der Physik, May 1905

Prédictions théoriques vérifiées par 
Jean Baptiste Perrin en 1908.

J. Perrin obtiendra le prix Nobel de 
physique en 1926

"for his work on the discontinuous 
structure of matter, and especially for his 
discovery of sedimentation equilibrium"

Modèle théorique proposé par Albert Einstein



Déplacement d’une particule dans l’eau :

collisions aléatoires entre la particule et les molécules d’eau

simulation

Mouvement Brownien de 
billes de latex (20 nm) 

fluorescentes dans l’eau
25 fps

200 µm x 200 µm

@wiki



Modèle : Approche de Langevin

Force aléatoire F(r) liée 
aux collisions aléatoires

Ecrire le bilan des forces avec un terme stochastique, puis résoudre les équations 
différentielles du Principe Fondamentale de la Dynamique (PFD)

m
d𝐯

dt
= σF= Ԧ𝐅 (d) + Ԧ𝐅 (r)PFD:

Somme des forces “déterministes”:
- Force de frottement
- Gravité
- Forces électrostatiques 
- …



Force aléatoire Ԧ𝐅 r liée aux collisions aléatoires :
Un ensemble de molécules d’eau {i} cèdent

chacune une quantité de mouvement Ԧ𝐉i durant
un lapse de temps infinitésimal dt.

Ԧ𝐅 r t dt =෍

{i}

Ԧ𝐉i

Avez-vous une « intuition » sur la 

statistique que va suivre Ԧ𝐅 r t dt ?

Loi statistique associée à la force aléatoire

m
d𝐯

dt
= Ԧ𝐅 d𝐩 = Ԧ𝐅dt Quantité de mouvement 𝐩 = m𝐯PFD:

Modèle : Approche de Langevin



Force aléatoire Ԧ𝐅 r liée aux collisions aléatoires :
Un ensemble de molécules d’eau {i} cèdent

chacune une quantité de mouvement Ԧ𝐉i durant
un lapse de temps infinitésimal dt.

Ԧ𝐅 r t dt =෍

{i}

Ԧ𝐉i

Loi statistique associée à la force aléatoire

m
d𝐯

dt
= Ԧ𝐅 d𝐩 = Ԧ𝐅dt Quantité de mouvement 𝐩 = m𝐯PFD:

Modèle : Approche de Langevin

Ԧ𝐅 r dt est la résultante d’un grand nombre de variables aléatoires, ses composantes vont 
donc suivre une distribution gaussienne (Théorème central limite): N( 0 , F

2 )

Ecriture de la Force et utilisation du théorème de fluctuation-dissipation

Question : Comment évaluer la variance F
2 ?

Pas de directions privilégiées Va dépendre de dt



Force de 
Frottement fluide 

(loi de Stokes)

Force aléatoire

d: Diamètre de la particule [m]
: Viscosité dynamique du fluide [Pa.s] ou [kg/m/s]

Cas simplifié avec uniquement le terme stochastique et la force de frottement 

Modèle : Approche de Langevin

théorème de fluctuation-dissipation
Les deux forces ont la même origine
(interactions particule / liquide)

F
2 = 2a kbT dt ( α est quelquefois noté 𝛾) 



Le théorème de fluctuation-dissipation
permet d’écrire pour chaque direction 
(identique pour y et z):

On en déduit la vitesse selon x : 

Masse de la particule

 50 ns pour des particules de 1 µm

« Perte de mémoire »
= modèle de la marche 
aléatoire

De la même manière, on obtient 

0

« Perte de mémoire »

Modèle : Approche de Langevin

Identique 
Equi. Partition
Pour un GP !Si on considère la particule à 

l’origine des axes à t=0 

:

:

:



3D

Probabilité de se trouver dans 
l’intervalle [x, x+dx] à l’instant t, 
sachant x(t=0) = 0 

La densité de probabilité correspondant à x(t) suit une loi normale N(0,2) 

Cette probabilité est solution de 
la  la loi de diffusion, c’est une 
équation de Fokker-Planck 

r2=x2+y2+z2

dP(t, 𝐫)

dt
= D ΔP(t, 𝐫)

Opérateur Laplacien
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

Coefficient de diffusion

Conduisant à la relation de Stokes-Einstein:

Retour sur l’équivalence Fokker-Planck  / Langevin



Equation de Fokker-Planck
Cas général avec une dépendance spatiale et temporelle des paramètres

Comment comprendre la forme du terme  de drift : 
revenir à une marche aléatoire non équilibrée

1D

3D

𝜕P(x, t)

𝜕t
= −

𝜕

𝜕x
μ x, t P x, t +

𝜕2

𝜕x2
D x, t P(x, t)

Coefficient de diffusionTendance (Drift)

𝜕P(𝐱, t)

𝜕t
= −෍

𝑖=1

3
𝜕

𝜕𝑥𝑖
μ𝑖 𝐱, t P 𝐱, t +

1

2
෍

𝑖=1

3

෍

𝑗=1

3
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
D𝑖𝑗 𝐱, t P(𝐱, t)

𝒙 = 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 est une manière d’écrire la position r = (x, y, z)

Tenseur de diffusionVecteur de Tendances (Drift)



Exemples en Biologie:

ζ : Zero-average gaussian noise ou bruit blanc 
suivant la loi N(0, ²), avec ² = 1 [s-1].

2Dγ2 ζ suit une loi N(0, σF
2) avec 

σF
2 = 2Dγ2 [s-1] = 2kBTγ [s-1] … donnée par 

le TH de fluctuation-dissipation !

Masson et al., Phys. Rev. 
Lett. 102, 048103 (2009)

𝑚

𝛾
~10−16𝑠 ≪ 1

m/ 𝛾 ≪ 1



Flèches : Forces
Courbe de niveau : Potentiel

Trajectoires observées

e toxin in the membrane of Madin-Darby canine
kidney (MDCK) cells. e toxin is responsible for
lethal enterotoxemia in livestock.

Masson et al., Phys. Rev. Lett. 102, 048103 (2009)



Retour sur l’équivalence Fokker-Planck  / Langevin

Langevin

Ecriture du bilan des forces avec
Un terme stochastique 

Fokker-Planck

Ecriture d’une équation de diffusion 
de probabilité

Résolution numérique
Voir TP sous R

Equivalence entre les 
approches : 
Lemme d’Ito

Résolution numérique des équations 
différentielles (différences finies)

-> calcul des chemins possibles

Exemple:
dx

dt
= μ + 2D

𝜕P x, t

𝜕t
= −μ

𝜕P x, t

𝜕x
+ D

𝜕2P x, t

𝜕x2

Zero-average gaussian noise
ou bruit blanc suivant la statistique N(0,²)
avec  ² = 1 [s-1],  ayant la dimension [s-1/2]



Exemples en Biologie:²

Equation de Langevin



TP sous R

Modélisation de trajectoires par la méthode 
des différences finies



Zero-average gaussian noise
ou bruit blanc

On souhaite réaliser une marche aléatoire du type mouvement Brownien et vérifier 
l’équivalence Langevin / Fokker-Planck:

Masson et al., Inferring Maps of Forces inside Cell Membrane 
Microdomains, PRL 102, 048103 (2009).

On passe au cas 1D : r → x

On va supposer  = −
1

γ

𝜕V(x)
𝜕x

= Fx/ = constant dans l’espace

Projection du gradient V selon x

dx

dt
= μ + 2D

𝜕P(x, t)

𝜕t
= −μ

𝜕P x, t

𝜕x
+ D

𝜕2P x, t

𝜕x2

Idem pour D

Approche de Langevin:

Temps caractéristique de perte de 

mémoire 𝜏 =
𝑚

𝛾
≪ 1



Calcul des trajectoires par la méthode d’Euler

On va calculer de manière itérative un vecteur x(t) représentant le déplacement de la particule 
dans l’espace, en utilisant la méthode des différences finies :

x t + dt = x t + μ + 2D ∗dtSachant 
dx

dt
=

x t+dt −x t

dt
,  
dx

dt
= μ + 2D devient

Récurrence:

x ti+1 = x ti + ∆t = x ti + μ + 2D∆𝑡 ∗ ∆t

Vous allez donc construire un 
vecteur X[i] à partir de la 
récurrence ci-dessus.

𝑡𝑖 = 𝑖Δ𝑡

𝑡0 = 0

x 0

𝑡𝑀 = 𝑀Δ𝑡

x 𝑡

Durée totale du déplacement

Discrétisation du temps par pas Δ𝑡

𝑡𝑖 𝑡𝑖+1 = 𝑡𝑖 + Δt

i=



Variance associée à 

Quelle unité pour  ?

dx

dt
= μ + 2D

[m/s]
[m2/s]

 en s− Τ1 2

Bruit blanc =  Loi normale N(0,𝜎
2) avec une 

variance  𝜎
2 = 1 [s-1].

Problème: Nous allons discrétiser le temps en pas de temps ∆t, quelle variance associer à Δ𝑡 ?

Variance sur Δ𝑡: 𝜎Δ𝑡
2 =

1

Δt

Cohérence avec le résultat attendu pour la statistique associée à x t = M ∗ ∆t après M étapes ?

Récurrence x ti+1 = x ti + ∆t = x ti + μ + 2D∆t ∗ ∆t

x t = M ∗ ∆t = x(t1 = 0)
=0

+ μ + 2D∆t ∗ ∆t + μ + 2D∆t ∗ ∆t + ⋯

M fois

donc x t = M ∗ ∆t = M∆tμ + 2D∆t ෍

M tirages

∆t

Sachant que ∆t suit la loi normale N(0, 1/∆t), le théorème de la limite centrale nous indique
que la variable aléatoire x t = M ∗ ∆t suit la loi normale N(M∆tμ, 2DM∆t) = N(μt, 2Dt) … CQFD



Variance associée à 
On déduit de l′équation

dx

dt
= μ + 2D , que  a une dimension en s− Τ1 2 . En effet,

dx

dt
est en [m/s] et D

en [m2/s]. L’écart type correspondant au bruit blanc  est donc en s− Τ1 2 , et sa variance en s−1 .

Lorsqu’il est indiqué que  est un bruit blanc de variance 1, il faut comprendre que la variance vaut
1 s−1 (1 par seconde) : La variance des fluctuations cumulées de  sur 1 seconde est égale à 1. Si on
découpe le temps en pas ∆t, on doit définir un bruit blanc ∆t correspondant aux fluctuations
accumulées durant le temps ∆t, tel que :

 =
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁=1/∆t

∆t = ∆t ∗ ෍

𝑖=1

𝑁=1/∆t

∆t

 est donc une variable aléatoire correspondant à la moyenne de N = 1/∆t variables aléatoires (en fait
N est la fréquence à laquelle on tire un nombre aléatoire). Le pré-facteur ∆t devant la somme est liée au
fait que N est une fréquence en [1/s]. Le théorème de la limite centrale nous permet donc de déduire

que la variance 2 de ∆t doit respecter 1 = ∆t2
1

∆t
2, soit 2=

1

∆t
(∆t2correspond au pré-facteur au

carré,
1

∆t
correspond au nombre N de v.a. sommées).

On peut vérifier la cohérence de la définition de ∆t avec la distribution de probabilité à laquelle on
s’attend pour les positions x après un temps t = M ∗ ∆t.

Si on considère la récurrence x ti+1 = x ti + ∆t = x ti + μ + 2D∆t ∗ ∆t

On peut en déduire x t = M ∗ ∆t ∶

x t = M ∗ ∆t = x(t1 = 0)
=0

+ μ + 2D∆t ∗ ∆t + μ + 2D∆t ∗ ∆t + ⋯

M fois

donc x t = M ∗ ∆t = M∆tμ + 2D∆t ෍

M tirages

∆t

Sachant que ∆t suit la loi normale N(0, 1/∆t), le théorème de la limite centrale nous indique que la
variable aléatoire x t = M ∗ ∆t suit la loi normale N(M∆tμ, 2DM∆t) = N(μt, 2Dt) … CQFD !!!



1. Pour cela fixer arbitrairement des valeurs à D et 
2. Choisir le nombre de pas N (temps total = (N-1) ∗ ∆t )

3. Puis choisir une valeur de pas temporel tel que μ + 2D∆t ∗ ∆t soit beaucoup plus 

petit que 1. Pour cela, il faut vérifier deux critères:
• μ ∗ ∆t < 0.01

• 2D∆t ∗ ∆t< 0.01 . Mais l’écart type de ∆t a un écart type qui vaut ൗ1 ∆t
. Le critère 

est donc ൗ2D
∆t
∗ ∆t< 0.01, soit 2D∆t< 0.01.

• Prendre le plus petit des deux ∆t obtenus à partir des équations précédentes.
4. A chaque étape du calcul, il faut tirer une valeur aléatoire pour ∆t qui représente un bruit 

blanc caractérisé par une statistique de gausse centrée de variance 1/ ∆t : N(0 , 1/ ∆t) 
(utiliser la fonction rnorm. ATTENTION rnorm prend comme paramètre l’écart type ൗ1 ∆t

et non pas la variance.).

Une fois que ce programme fonctionnera, vous pourrez répéter un grand nombre de fois 
l’expérience pour retrouver la forme de la densité de probabilité P(x, t=(N-1) ∗ ∆t ).

Vous pourrez alors constater que l’espérance de P(x,t) évolue avec μ (paramètre de drift), et 
que l’évolution avec le temps de son écart type dépend de D, comme le montre: 

𝜕P(x, t)

𝜕t
= −μ

𝜕P x, t

𝜕x
+ D

𝜕2P x, t

𝜕x2

La démonstration est disponible dans le document Drift-et-Diffusion.pdf 


