; N

‘ ,,f,?,IUT Lyon 1

SEMESTRE 3

MODULE M3102 :

ELASTICITE LINEAIRE

PROBLEMES et CORRIGES

Bienvenue a vous
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et

Ce livre électronique est destiné a compléter le cours enseigné durant la deuxieme
année du module F312, et relatif au Troisiéme Semestre.

Il reprend le plan suivi en amphithéatre avec d'avantages de détails, d'illustrations
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peut laisser parditre.

A présent, choisissez sur votre gauche dans l'onglet signet un chapitre du programme
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1. CONTRAINTES ET CRITERES

PROBLEME N°1

En un point P, situé sur la surface extérieure d'un cylindre soumis a un moment de torsion
C, I'état de contraintes est défini par la matrice plane suivante, ol t est la contrainte de
torsion :

‘Q’

;)(—I

N
o Ao
© O A
O oo

1°) Représenter |'état de contraintes sur les faces d'un cube infiniment petit isolé en P
dans les axes xyz.

2°) Déterminer les éléments principaux des contraintes.

3°) Tracer le tri-cercle de MOHR. En déduire les cisaillements principaux en module.

REPONSES N°1
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Composante suivant y du
vecteur contrainte ®x

Y

La facette z est principale, et la contrainte principale associée est nulle. (Bord libre)
C'est donc un état de contraintes planes en un point situé a la surface d'une poutre.
Les éléments principaux des contraintes nous sont donnés par :

X

o_1 . 1
o' = E$E\/az +47° avec la contrainte normale 0=0  dol: o, =7 o, =-7

Les axes principaux sont positionnés par tang =X~ avec ¢ = (¥, ¥ )=45°
T

o, O, O 0 = 0 0 0
[O'];: o, 0, O, [O']QZ: r 0 0 [O'KYZ— 0 -z O
o, 0, O, 0 0 O 0 0 O
a'l’h“
T
TX:TY:E

Ohh
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PROBLEME N°2

Considérons |'état plan de contraintes au

point P représenté sur la figure ci-contre.

28 Les contraintes sont en MPa.

36 1°) Ecrire la matrice des contraintes en P

dans le repére (xyz).
36 30° 2°) Déterminer les éléments principaux des
7 contraintes.

3°) On se place dans le plan des contraintes

36 (plan xy).

a) Calculer les composantes du vecteur

36 contrainte, ainsi que les contraintes normale

28 et tangentielle s'exercant sur un plan de
coupe dont la normale fait un angle de 30°

par rapport a l'axe x.

b) Déterminer les normales aux plans de coupe sur lesquels s'exercent les contraintes
de cisaillement maximum. En déduire la valeur de ce cisaillement et la valeur de la
contrainte normale correspondante.
4°) Reprendre le probléme avec le cercle de MOHR.

REPONSES N°2

Q

28
l 36
o =
. Xx O-xy O-xz 7 36 0
[O-]xyz = yx »y yz [O']xyz =136 28 0 MPfl
zX Gzy Gzz O 0 0

9
)
)

=
w
i o

Q
SRR
ﬂ

Etat plan de contraintes : la facette z est donc principale et 0z=0. Les 2 autres valeurs
G + o, 1 \/

propres sont données par : o = —ayy)z +407, 0x=55MPa  oy=-20MPa

La direction propre X est calculée par tang = Tx 7% qyec Q= ()?,)?)

Xy
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tanqo:% d'otl ¢ =53°13 = ()?,)?)

55 0 0
[c], =1 0 =20 0|MPa
0 0 0

55
7 36 0] cos30
En utilisant la relation de CAUCHY :  [@,]=[c]r]  [®,] . =|36 28 0] sin30

0 0 0f 0
7 c0s30 + 36sin 30
[©,],,. = 36c0s30 +28sin30 R
0
L
@, ] [24.062
[©,],.=|®, =|45.177 |MPa
D, 0
@, = 24,0625 + 45,1777 0 7
;
7 36 cos30
Compte tenu des relations : o,,='[h]c]h]=[cos30 sin30 0{36 28 0| sin30
0 0 0f 0
7 36 —sin30
et o,=[t]e]r]=[-sin30 cos30 0{36 28 0| cos30
0 0 0f o0
d'oli: o, = 7cos’30+28sin’ 30 +2.36sin30cos 30 0nh=43,42MPa

o, = —(7-28)sin30cos 30 +36(cos> 30 —sin>30)  61n=27,09MPa
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Compte tenu de |'état plan de contraintes, il est possible d'utiliser les relations :

O-)CX

“%» c0s20+ o sin20
2 i

o, .
o, =———>sin20+0o_ cos20
2 7

qui menent au méme résultat.

43,42 27,09 0 45
[o].=|27,09 -842 0|MPa '

2\ )
0 0 0 27,09 /\84

27,09 *

orr=peut etfre calculé avec la relation donnant ownavec I'angle 6+90°, ou a l'aide du
premier invariant linéaire de la matrice o: 1,, = tr[o] o++=-8,42MPa

lo

Les facettes sur lesquelles s'exercent les cisaillements maximums sont les plans
bissecteurs des diédres principaux. La valeur de ces cisaillements principaux est égale, en
module, a la demie différence des contraintes principales dans chacun des plans principaux.
La valeur de la contrainte normale associée a cette facette est la demie somme.

Y =+45°
39420 supy,
= 3520 _ 17 5mpa
17,5 -375 0
o], =|-375 175 0|MPa
0 0 0

17.5

IUT-LYONI-GMP-DDS Page 7




TD-2A4-S3-M3102

Résumé des différents résultats obtenus.

Reprendre le probléme avec le cercle de MOHR :

C'est une représentation plane du faisceau des contraintes. Sa construction nécessite la
connaissance de 2 vecteurs contraintes s'exercant sur 2 facettes orthogonales.

Dans notre cas les données du probléme sont:

7 36 0
[c]. =136 28 0|MPa
0 0 0

Les facettes x et y sont orthogonales, et nous devons tout retrouver a l'aide du cercle a
partir de la connaissance des trois valeurs :

oxx= 7 MPa oyy= 28 MPa Oxy= 36 MPa
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1)
2)
3)

4)
5)

6)

7

36

[.],.=|36|MPa[®,] =|28|MPa

0

 xyz

0

m:(-8.42,27.08

Tracer les axes onn et o et adopter une échelle 1cm=10MPa

Positionner les points mx (7,36) et m, (28,-36).

Tracer le diametre mxm, du cercle. Son intersection avec I'axe des abscisses donne le
centre du cercle Iz.

Tracer le cercle Cz de centre Iz et de rayon Izmx.

Les intersections du cercle Cz avec l'axe des abscisses donnent les points mx et my qui

« matérialisent » les facettes principales du plan des contraintes.Om, =55=0,
Om, =-20=0, 2y =-106°26
Toutes les autres réponses sont obtenues en positionnant les points sur le cercle qui

« matérialisent » les facettes associées et en mesurant les valeurs correspondantes,
compte tenu de |'échelle.

Oth

n(43.42,27.09)

mp (17.5,-37.5)
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PROBLEME N°3

Soit un arbre a section circulaire de diametre
42mm. La section la plus sollicitée est soumise
a un moment de flexion M de 800 Nm et un
moment de torsion C de 600 Nm.

1°) Calculer la matrice des contraintes au point
le plus sollicité (o > 0) dans le repere xyz.

2°) Déterminer les éléments principaux des
contraintes.

3°) Calculer le cisaillement maximum en
module.

4°) Reprendre le probléme avec le cercle de
MOHR.

REPONSES N°3

M=800Nm C=600Nm

Isolons le point P de la section G soumise
a de la flexion-torsion, dans des axes xyz
paralléles aux axes G,xyz de la théorie
des poutres.

La facette z est perpendiculaire au bord libre xy.
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Compte tenu du module F213 :

3
Cours sur la flexion : o = My gr_800.107x 64:<42 =109,98MPa
I, 2x 7 x42
3
Cours sur la torsion : 7”mwi = £R = 600.10" > 32 :( 42 =41,24MPa
I, 2xmx42
La matrice des contraintes au point P est donc : #109,98
41,24
-
109,98 4124 0
[c]. = 4124 0 0|MPa
0 0 0 SIEE T L 141,24
Eléments Principaux des contraintes : 41,24
109,98
La direction z est principale et 0z=0.

Etat plan de contraintes : Les 2 autres valeurs propres sont données par :

o_+0 1
Y _ XX W o— 2
o == 5 +5\/(0'xx —ayy)z +40,,

ox=123,74MPa oy=-13,74MPa

La direction propre X est calculée par

X
123,74

o=%%)
O, — O

tan¢ = _XO- XX i . 13,74

xy (5:18044: (55,)()

123,74 0 0

o]y, =| 0  -13,74 0|MPa 13,74

0 0 0

123,74

<
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Le cisaillement maximum en module : o,™' =7, = IGX ;GYI _ B B el 68,74MPa
Cercle de MOHR :

La construction, et la méthodologie est identique au probléme précédent.

my(0, -41.24)
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PROBLEME N°4

50

100 .y y . -
Considérons |'état plan de contraintes au point P

100 représenté sur Jla figure ci-contre. Les
contraintes sont en MPa.
1°) Ecrire la matrice des contraintes en P dans le
100 repére xyz.
100 | 2°) Déterminer les éléments principaux des
50 contraintes. Représenter les éléments principaux
des contraintes dans le plan xy
3°) Tracer le tri-cercle de MOHR. En déduire la valeur du cisaillement maximum. Dans
quel plan se trouvent les normales relatives aux plans de coupe soumis au cisaillement
maximum ?

REPONSES N°4

50

Matrice des contraintes en P dans le repére xyz :

~50 100 0 100
[c]. =100 -50 0|MPa 50
0 0 0 50

100
100

50
Eléments principaux des contraintes :

ox=50MPa oy=-150MPa 02=0

¢ =45°=(%.%)
50 0 0
[6]; =| 0 =150 0 |MPa
0 0 0
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Tricercle de MHOR :

Les trois cercles Cx, Cy, et Cz sont construits a partir des 3 valeurs propres de la matrice des
contraintes. 0x=BOMPa  oy=-150MPa 0z=0
Positionner les points mx(50), my(-150), et mz(0), et tracer les 3 cercles.

La valeur du cisaillement maximum est donnée par le rayon du plus grand des 3 cercles :

7 =, =B 2150 ~ 100MPa

Les normales relatives aux plans de coupe soumis au cisaillement maximum sont les bissectrices du plan
principal XY. 7 = 145° Ce sont donc les facettes x et y.

IUT-LYONI-GMP-DDS Page 14
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PROBLEME N°5

Considérons les trois états plans de contrainte ci-dessous. Les axes sont principaux. Les
contraintes sont en MPa.

1°) Ecrire les matrices relatives a ces trois états de contrainte.
2°) D'apres le critéere de VON MISES, quel est I'état de contrainte le plus dangereux ?

Y Y Y
A 1 700 A I 600 A I 400
100 -100 -400
NG — —
» X » X » X
P P P
Cas (a) Cas (b) Cas (c)

REPONSES N°5
Y Y Y

700

600

400

100 0 0 -100 0 0 ~400 0 0
[oi =1 0 700 0|MPa :[c]iy=| 0 600 0[MPa:[cli)=| 0 400 0|MPa
0 0 0 0 0 0 0 0 0

. ‘M e .
La contrainte o, en 2D compte tenu que dans les 3cas 07=0 s'écrit 1o/ = \/ oy +o,—0,0,

VM

o =4100% +700> ~100.700 ; &/¥ =100 +600% +100.600 : o =+/400> +400° +400.400

équ équ

o' = 655,74MPa oM® = 655 74MPa oM = 692 82 MPa

équ équ

L'état de contrainte le plus dangereux, au sens de VON MISES, est donc le cas (c) .
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PROBLEME N°6

Un arbre de diametre D est soumis a un moment
de flexion M de 117.81 Nm et a un moment de
torsion C de 157.08 Nm. Les limites élastiques
en fraction et compression du matériau sont
identiques et valent 750 MPa.

1°) Déterminer les expressions de la contrainte
maximum de flexion et de la contrainte
maximum de torsion en fonction de D*.

2°) En appliquant le critére de VON MISES,
calculer (en mm) la valeur du diametre D pour
que I'on ait un coefficient de sécurité de 3.

REPONSES N°6

M=117 81Nm

i

C=157 08Nm

IUT-LYONI-GMP-DDS
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La formulation de départ est identique a celle du Probléme 3 :

Compte tenu du module F213 :

117,81.10° x 64 x D L2 s

. p M, p
s =2 = =

Cours sur la flexion: O, I, 2% 2x D’ hE
C _157,08.103><32><D_0,8106

P
Cours sur la torsion : 7' maxi = —R =
I 2xzxD* D?
G
A0'

La matrice des contraintes au point P est donc :
T <

1’23 10° Of 10° 0

o 17 0 D D T T ! T
], =]z 0 0|= (l))’flo6 0 0
0 00 0 0 0

T
(o)
La contrainte équivalente de VON MISES pour une poutre :

o™ =\o*+372

équ

Et le coefficient de sécurité :

@

a= =
VM
(o} \/0'2+3r2

(o0 — = D- 3\/%\/(1,2.106)2 +3(0,8.10°f D= 20 mm

3=
2
\/G’;loéj +3(%§106j

Page 17

IUT-LYONI-GMP-DDS



TD-2A4-S3-M3102

PROBLEME N°7

Diametre D ’\‘

N2c

Figure 1 Figure 2

Un arbre de diamétre D = 20 mm est soumis suivant son axe d un effort de traction de
62.83 kN et d un moment de torsion de 157.08 mN (figure 1). Les limites élastigues en
traction et compression du matériau sont identigues et valent 400 MPa.
1°) Calculer (en MPa) la contrainte de traction et la contrainte maximum de
forsion.
2°) En appliguant Je critére de VON MISES, calculer /e coefficient de sécurite.
3°) L ‘effort de traction est excentré de x par rapport a laxe du cylindre (figure
2). Le cylindre est donc soumis a de la torsion, de la traction et de la flexion.
Calculer, en appliguant toujours le critére de VON MISES la valeur limite de la contrainte
de flexion au-dela de laquelle le matériau devient plastigue.
En déduire :
a) La valeur du moment de flexion (en Nm).
b) La valeur de x (en mm) x (en mm).

REPONSES N°7

157,08 N

m
La contrainte de traction due a I'effort normal :
5 c 162,83 kN
N, 6283.10° x4

= =200MPa
T X

O maxi =

La contrainte de torsion due au couple :

C 157,08.10° x 32 x 20
T maxi =—R=

=100MP,
I, 2x %20 ¢
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La contrainte équivalente de VON MISES pour une poutre :
0'2; =+o’+37’
Et le coefficient de sécurité :

o) (o)

a — e — e
o Zf \/ o’ +37°
Dol : a= 00 = a=15
J(200) +3(100)

Dans cette deuxieme partie I'effort de traction est excentré de x par rapport a 'axe du
cylindre. La section G est donc soumise a de la traction, de la flexion et de la torsion.

La contrainte normale est donc la superposition

@08 Nm de la contrainte de traction et de celle de flexion
62,83 kN L

-6

o= Gﬂexion +0o

traction

o) (o)

e _ e
M 5 5
O-équ \/ o +3r

a =

En ce plagant a la limite le coefficient de sécurité vaut 1.

- 400 © Oy =160,55MPa

(6 11 +200) +3(100)°

Nous pouvons en déduire le moment de flexion :

M, . 3
O_P — flexion ZP - M _ 160955X7Z.X20

4 = =126100 Nmm
flexion IY flexion 3 2
M ppin =N, xx = x= 126100 =2mm
62830

IUT-LYONI-GMP-DDS Page 19
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PROBLEME N°8

Une barre a section circulaire de rayon r est
soumise simultanément d un couple de torsion C
et d un moment de flexion M.

1°) Calculer les contraintes de flexion o et de
torsion t au point P en fonction de M, C et r.

2°) Donner la relation qui lie M et C lorsque le
matériau travaille a la limite en appliguant le

critére de VON MISES. Mettre la relation sous
2 2

la  forme pes + e 1 en précisant les
expressions de a et b en fonction de r et c..

3°) Représenter la relation précédente en
fonction de R dans des axes M,C.

4°) Calculer les valeurs limites de M et C (en
Nm) pour les deux critéres dans les conditions
suivantes : M = C, r = 10 mm, c. = 500 MPa

REPONSES N°8

. r

Compte tenu du module F213 :
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+M, 7P _ Mx4xr _4M

Cours sur la flexion : o = -

it rxrt b

C Cx2xr 2C

Cours sur la torsion : 7”mxi =—R ) -
I TXF ar
aM A
o =— o=4M/mr r3
7
= 3
T=2C/m e
2C
r = T=2Chrr?

LC/‘IT r

T=2C/r r?

rr’ T

o=4M/r r?

Si le matériau travaille a la limite, le coefficient de sécurité vaut 1. Appliquons le critére de

VON MISES dans le cas des poutres :

a —_ O-E O-e . 1 = Ge . 1 — O-e

- SR O E )

Ol _\/0'2+372
amY (20 M? C?
| t3— | =0, = >+ =1
2 wr wo, N wo,
4 23
M2 CZ

Nous en tirons les expressions de a et b en fonctiondereto.: —+—- =1

(af +()f

C'est I'équation d'une ellipse de grand et petit axe a et b.

IUT-LYONI-GMP-DDS
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CONTRAINTES

1. Vecteur contrainte en un point P :

1.1. Définition :
Considérons un solide en équilibre sous I'action d'un torseur extérieur et un point
P a l'intérieur du solide.

Effectuons une coupe suivant un plan quelconque
passant par le point P en dehors des points
d'application du chargement et isolons |'une des
deux parties résultant de la coupe. Soit h la

normale au plan de coupe (la normale étant dirigée
vers |'extérieur de la partie isolée).

La partie isolée est en équilibre sous |I'action d'une partie

du torseur extérieur et des forces intérieures Af
s'exercant sur des éléments de surface d'aires AA
entourant chaque point P de la surface sectionnée. Ces
forces élastiques inconnues sont les forces de cohésion
qui remplacent |'action de la partie retirée.

Par définition, le vecteur contrainte au point P relatif au plan de coupe dont la
normale extérieure (au solide) est h, est défini par :

df=$ha>A = —
- - . Af df
h (Dh(P) = Ilmﬁ AASO = d_A

4+  Unité de mesure :

La norme du vecteur contrainte étant homogéne a une pression (ou une tension),
I'unité SI de contrainte est le Pascal (1Pa = IN / m?). Le m? étant une unité d'aire
beaucoup trop grande, le Pascal est une unité beaucoup trop petite. On utilise
généralement le MégaPascal (1MPa = 10° Pa) ou le GigaPascal (16Pa = 10° Pa).

1 MPa = 10° Pa = 1IN / mm?
1 GPa = 10° Pa = 1kN / mm?

IUT-LYONI-GMP-DDS Page 22
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1.2. Composantes du vecteur contrainte :
On note :

—

+ (Dih les composantes de @, si la normale h est quelconque par rapport
aux axes du repére.

—

+ Oy les composantes de @,

1°) Si la normale h est en coincidence avec l'un des axes du repére xyz.

La notation est alors la suivante pour les composantes du vecteur contrainte @, .

T

axe de projection normale au plan de coupe
z P, GXY
. ® /xyz=|o,,
h
O,y
X y

2°) Si on utilise comme repére le repére mobile qui contient la normale
h au plan de coupe (le deuxiéme axe t du repére appartient au plan formé

par h et (f)h).
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2. Etat de contraintes en un point. Matrice des contraintes :

2.1. Définition :

Considérons un parallélépipede infiniment
petit de c6té dx, dy, dz isolé autour d'un
point. Il est en équilibre élastique. Coupons
le parallélépipede par un plan passant par
ses sommets Ay, Ay, et A;. Le tétraédre
infiniment petit ainsi obtenu est encore en
équilibre.

La démonstration de la nature matricielle
des contraintes a été faite par CAUCHY!
en mettant en équilibre le tétraedre
infiniment petit.

IUT-LYONI-GMP-DDS Page 24
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On néglige le poids ou les forces d'inertie qui s'exercent sur le tétraedre. En effet
le tétraédre étant infiniment petit elles sont d'ordre supérieur (dxdydz) par
rapport aux forces qui s'exercent sur les faces (dxdy).

La résultante des forces s'exergant sur le tétraédre est nulle.

R=0 La relation s'écrit sous forme matricielle :

Oxy Oxz %
= Oy Oyz hy
02‘/ Gzz__hz
5 5 B

I.(I)hJ = [G][h]

Le vecteur h est unitaire (sa norme vaut 1).

La matrice [o] est la matrice des contraintes au point P. Le vecteur ®, est le
vecteur contrainte s'exergant sur un plan de coupe passant par P et de normale
sortante h (dirigée vers I'extérieur de la matiére).

Le moment résultant (par rapport a 6) des forces s'exergant sur le tétraédre

est nul.
M@ =0 L'équation d'équilibre du moment donne :
xy — Oyx
G,, = Oy
ZX = GXZ
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Ces trois égalités constituent le théoréme de réciprocité des contraintes
tangentielles.
Conséquence : la matrice des contraintes [c] est symétrique.

Symétrique

'[o] = [o]

IUT-LYONI-GMP-DDS Page 26



TD-2A4-S3-M3102

2.2. E/éments Principaux des o.

On recherche s'il existe des plans de coupe particuliers passant par P tels que la
normale h au plan de coupe et le vecteur contrainte @, soient colinéaires.

On oy

7\

T~

X Y

cas général cas particuliers

®, et h non colinéaires ®, et h colinéaires = @, = Ah

Le cas particulier ot @, et h sont colinéaires revient & chercher en algébre
linéaire les vecteurs propres h de I'espace, A étant les valeurs propres de [c].

®, = 2h
[©,] = A[h] = [c]h]
(o] - A[Z]]lh] = [0]

Les vecteurs propres h de I'espace devant tre non nuls, le systeme d'équations
admet des solutions différentes de O que si son déterminant est nul.

G, — A Gy G,y
G yx 6y —-A o, |=0
O 2x G4y G, — A

Le développement du déterminant caractéristique |[c] — A[I] = O conduit a

I'équation caractéristique du 3°™ degré en i :
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AT M+I,A-I_=0

I,.. I, sontdes invariants de la matrice des contraintes [c] (la

1o+ 206

Les termes I
recherche des vecteurs propres ne dépend pas de la base initiale xyz).

>I_ = TP[G] est l'invariant linéaire de [O']
» I, = tr[coc] est linvariant quadratique de [O].

> I3(, = ‘ [G] ‘ est l'invariant cubique de [0’] .

tr[c] est la trace de la matrice [c]. La trace d'une matrice est égale & la somme
des termes situés sur sa diagonale principale.

1’r‘[o'] =GO, + O, + 0,

La matrice [0 ] étant symétrique, les 3 valeurs propres sont réelles et les 3
vecteurs propres sont orthogonaux et constituent une base dans laquelle la

matrice [O’ ] sera diagonale.

On note ox, oy et ozles 3 valeurs propres de [c]. Ce sont les contraintes

principales. On note X, Y et Z les 3 axes construits sur les 3 vecteurs propres de
I'espace. Ce sont les axes principaux des contraintes.

o, 0 O
c|l=|0 o, O
XyZ 0 o GZ

IUT-LYONI-GMP-DDS Page 28



TD-2A4-S3-M3102

2.3. Equations d'équilibre local :

Lorsqu'on se déplace de dx, dy, dz suivant les axes x, y et z a partir d'un point P
appartenant a un solide, les contraintes varient. De plus le solide peut tre soumis

d des forces d'inertie variables. Désignons par f la force par unité de volume

(poids ou forces d'inertie).
Un parallélépipede isolé autour du point P doit €tre en équilibre a I'intérieur du

corps.

O 1d Gy

“Oyy

Les équations d'équilibre de la somme des forces s'exergant sur le parallélépipede
conduisent a :

Ce sont les équations d'équilibre local.
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2.4. Expression des composantes de &, sur un repere ht lié a |'élément
d'aire :

Cx + Oy Oy — O

Gy = — > ™ cos 26 + o, sin 20

Ouxx — O'YY .
Gy =——, sin2b + o, cos 26

2

Ce sont des formules identiques a celles qui existent pour les inerties d'une
surface plane.

2.5. Eléments principaux des contraintes :

a) A la surface d'un corps quelconque, dans une membrane ou dans
une plaque :

Gy 0
0] (0) ?} <«<—| Contrainte principale
z=Z7Z

Etant donnée la forme plane de la matrice on peut dire que O est une contrainte
principale et que I'axe z est un ax principal (z = Z).
Le calcul se limite donc a la recherche des deux contraintes principales (6 ¢t Gy)

et des deux axes principaux (X et Y) dans le plan xy.

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 30



TD-2A4-S3-M3102

G, +O 1
Oy = TW-F E\/(Cxx = GYY)Z + 40’2‘Y
G, +06
oy = — = ad —%\/(cxx -06,)° + 40,
c, =0

¢ = (x,X)

oy, — O
1.g(P — X XX
(¢}

xy

Le froisieme vecteur propre Y est perpendiculaire a X (de +g) dans le plan des

IUT-LYONI-GMP-DDS

contraintes.

b) Dans une poutre :

c © 0
[cs]xyz =/t 0O
O 0O

c
Gx=?+%1/62+4‘52
cy=%—%1/cz+4rz
c, =0

cy — ©
190 = = —— 9= (x.X)
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Criteres de Résistance:

1 Criteres de dépassement de la limite élastique pour des
matériaux ductiles :

1.1 Limites élastiques d'un matériau homogene et isotrope :

Traction Compression Torsion

(@) e C'e Te

Seule la limite élastique en traction est connue et imposée par la norme.

Les limites élastiques sont considérées comme des nombres positifs.
On classe les matériaux en deux catégories : les ductiles et les fragiles.

1.2 Critéres élémentaires (pour un matériau ductile) :
a) Traction :

Avec oy, = —

e

Ox

Le coefficient de sécurité o se calcule par : a =
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b) Compression :

. . 7/ 3 7/ G
Le coefficient de sécurité o se calcule par : a = ﬁ
c
X

c) Torsion :

01t O
[c]=|t O O
Y 100 o
La contrainte maximum de torsion se calcule par :
C
T=—R
IG

On montre que les valeurs propres en forsion
sont opposées :

Oy = +1 0 0
[o] = 0 o,=—1 0
e 0 0 o0

Le coefficient de sécurité o se calcule par (puisqu'on a supposé que le matériau est
ce

ductile et que par conséquent 1, = ?) :
T, = 6,/2
o =
T = (o —0y)/2
o= Oe
(oy —oy)
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1.3 Critéres de VON MISES? et de TRESCAS :

Ce sont deux critéres de dépassement de I'état élastique du corps, pour des
matériaux ductiles. Ils sont basés tous les deux sur le comportement en traction
du matériau. Ils s'appliquent a des états de contraintes quelconques (3D ou 2D). Iis
sont tres voisins I'un de l'autre (I'écart maximum entre les deux critéres est
d'environ 10%). Le critere le plus récent et le plus utilisé est celui de VON MISES.

On recherche une contrainte dite « équivalente » au sens de la traction telle que le
coefficient de sécurité puisse se mettre sous la forme :

La contrainte cqu est une fonction f a déterminer des contraintes principales cx, oy,
et oz
Par exemple, pour les critéres élémentaires :

» En traction : f(ox,0y,07) = ox
» En compression : f(ox,0v,0z) = |ox]

» En torsion: f(Gx,Gy,Gz) = Ox - Oy

1.4 Critéres de VON MISES ou critére de la contrainte tangentielle
octaédrique:
1°) Contrainte tangentielle octaédrique :

Q
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

2VON MISES Richard (1883-1953)
3 TRESCA Henri (1814-1885)
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Considérons l'octaedre régulier (les huit faces sont des triangles équilatéraux)
isolé autour d'un point P dans les axes principaux. Calculons le vecteur contrainte

—

@, s'exergant sur la face ombrée de l'octaédre.

o, 0 O 1 x
0,]=[@..]=[cn]=| 0 o OLI—LG
hl ™ octl — - Y - Yy
O 0 o, ﬁl ﬁcz

Calculons la contrainte normale octaédrique, puis la contrainte tangentielle
octaédrique.

Oy = Oor = @y o h = 3
2 2 2 2
_ _ of _ .7 _ [Sx*Oy+tog (o + oy +0;)
Gth = Toct = oct Toct 3 9
1

2°) Enoncé du critére :
Pour qu'un solide reste dans |'état élastique il faut que la contrainte tangentielle
octaédrique soit inférieure a la limite qu'elle atteint dans un essai de traction.

lim

S Tocf

T oct

lim
3°) Caleul de Toct

La matrice des contraintes en ftraction s'écrit lorsqu'on atteint la limite élastique :

(o)

00
[c]=|0 0 O
* 10 00

o©

N
+

a
N

qa

X

~%]
|
W | =
kY
o)

oOnN

m _ 1
Togy = E\/(Gx - Gy)z + (Gy - Gz)

lim _@G
oct — 3 e
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4°) Formulation du critére en 3D. Contrainte équivalente de VON

MISES :
En introduisant un coefficient o > 1 (le coefficient de sécurité) :
_ lim
a’TocT - Tc;ct
1 2 2 2 J2
(xg\/(cx - Gy) + (Gy - Gz) + (Gz - c7x) = Tce
c

e

a

-1 2 2 g
\/E\/(Gl ~o,f + (0, -0, f + (0, - o,)

o est le coefficient de sécurité.

2 +(°3 _01)

1
Gm = ﬁ\/((ﬂ - 02)2 + (Gz - 03)

5°) Formulation et image du critére en 2D :

* Pour un corps quelconque :
La formule en 3D de VON MISES s‘écrit en 2D compte tenuque o, = 0 :

o, 0 O o = c,
2 2
[c]=]0 o, O Jo& + o2 — o0,
XvZ
O 0O VM _\/ 2 2
Gequ = \/Ox + Oy — 04Oy

La courbe limite (lorsque le coefficient de sécurité o vaut 1) est une ellipse
i L2 2 _ 2
d'équation: 6y + oy, — 0,0, = O,

Ellipse de VON MISES

Hexagone de TRESCA
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L'état du corps sera élastique si le point M représentatif d'un état de contraintes
planes se trouve d l'intérieur de I'ellipse. L'état limite est représenté par le point
M' situé sur l'ellipse.

oM’

Le coefficient de sécurité peut alors de mettre sous la forme : a = OM

O OO

c T
* Pour une poutre : [c],, =| t O
(o J0)

On reporte les expressions des contraintes principales pour une poutre dans
c

e

o . On rappelle que les contraintes principales pour une

- 2 2
\/O'X + 0y — 04Oy

poutre valent (en fonction de la contrainte de flexion ¢ et de la contrainte de

i . Y_E_l 2 2
torsion t): o, = 5 +2,/0' + 47

On obtient ainsi I'expression du coefficient de sécurité de VON MISES pour une
poutre qui est a la fois fléchie et fordue :

Ge
Vo? + 31?
wm _ [ 2 2
Cequ = VO© + 31

o =

6°) Vérification du critére a la compression et a la torsion :
Le critére de VON MISES étant basé sur la traction il faut qu'il vérifie la
compression et la torsion.
Compression
D'apres l'ellipse de VON MISES, on constate que les limites élastiques en traction
(point Tr') et en compression (point C') doivent tre identiques. Autrement dit le
matériau doit tre symétrique, ce qui est caractéristique d'un matériau ductile.

Torsion
En torsion les valeurs propre sont opposées (point T sur I'ellipse). La relation de
sécurité pour les poutres donne a la limite puisque a=let t = 1,.

1=

O,

\O? + 372

On obtient donc la relation entre les limites élastiques en traction et en torsion :

c
1, = — ~ 057706
e ﬁ e

Cette relation caractérise un matériau ductile.
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N.B. Le critére de VON MISES est donc un critéere bien adapté aux
matériaux ductiles, mais on peut quand méme I'appliquer aux matériaux
fragiles. On obtient alors une sécurité un peu plus faible qu'elle n'est en
réalite.

1.5 Critéres de TRESCA ou critére de la contrainte tangentielle maximum :

1°) Enoncé du critére :

Pour qu'un solide reste dans I'état élastique il faut que la contrainte tangentielle
maximum soit inférieure a la limite qu'elle atteint dans un essai de traction.
lim
TMaxi - TMaxi
lim
2°) Caleul de T paxi

Cercle de MOHR
en traction

$» Ohh
ox=0. a la limite de traction

: (¢}
T I;A"::xi =
2

3°) Formulation du critére en 3D. Contrainte équivalente de TRESCA :

(0}
T < =%

Maxi 2
Ou encore, en introduisant un coefficient o > 1 (le coefficient de sécurité) :
Ce
2

AT paxi =

Le cisaillement maximum est le rayon du plus grand cercle de MOHR :

G. — O

- i j
T = Max 2

i ~9% _o.
Ty, = aMax > =
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(o) (o)

2‘l:Maxi Max‘ci = O'j‘

o

o est le coefficient de sécurité.

ci, oj sont les contraintes principales

T _
cyequ - 2‘l:Muxi

4°) Formulation et image du critére en 2D :

c, 0 O
* Pour un corps quelconque : [6]=| 0 o, O
On montre que la courbe limite est un XyZ 0 Oy 0 hexagone

inscrit dans I'ellipse de VON MISES.

L'état du corps sera élastique si le point M représentatif d'un état de contraintes
planes se trouve a l'intérieur de I'hexagone. L'état limite est représenté par le
point M" situé sur I'hexagone.

oM

Le coefficient de sécurité peut alors de mettre sous la forme : o = OM

O O -«
O OO

c
* Pour une poutre : [c],, =| T
0

cx=%+%,/cz+4rz >0

c
cy=?—%1/02+412 <0
c, =0

Etant donné le signe des contraintes principales, le cisaillement maximum est

T, =u=%\/62+4’52

2

La relation de sécurité s'écrit :

a = =
2T o N 2
Maxi o + 4t G = Voo + 41°
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5°) Vérification du critére a la compression et a la torsion :
Compression
D'apres I'hexagone de TRESCA, on constate que les limites élastiques en traction

(point Tr') et en compression (point C') doivent 2tre identiques. Autrement dit le
matériau doit €tre symétrique, ce qui est caractéristique d'un matériau ductile.

Torsion

En torsion les valeurs propre sont opposées (point T" sur I'hexagone de TRESCA).
La relation de sécurité pour les poutres donne a la limite puisque a=1et © = T,.

1= 2

\JO? + 412

On obtient donc la relation entre les limites élastiques en traction et en torsion :

Cette relation caractérise un matériau ductile.
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2. DEFORMATIONS

PROBLEME N°9

Considérons le carrée infiniment petit, de coté unité, dans les
Y axes xy.
Les déformations dans le plan x,y valent :

éxx = &y = D0pd
exy = -100 pd

1°) Tracer la figure déformée du carré.
1 x  2°) Déterminer les éléments principaux de la déformation.
Tracer la figure déformé d'un carré isolé dans les axes

principaux et de c8té 2

v

REPONSES N°9

Matrice de déformation :

gxx xz
Id
[E]xyz = gyx gyy gyz
& & &

Dans notre cas :

50 -100 0
[ell.=]-100 50 0 |ud
0 0 £

zz

E. :(ATZJ orl=l Al=1x¢_

A (Al]
De méme pour ¢, = -
y

Le carré se transforme apres déformation en un parallélogramme.

L'angle initialement droit entre les axes x et y vaut apres déformation z_ Vo = z_ 2¢,
2 2 !
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Eléments principaux de la déformation :

50 -100 0
[ell.=|-100 50 0 |ud
0 0 £

La direction z est principale et €z= €.

Les 2 autres valeurs propres sont données par :

Y€+8 \/2_

!
& = \/ —gyy)z +4g

ex=150ud ey=-50 pd

La direction propre X est calculée par :

tan(p:‘g)‘_g” =-1 d'ou @:—4502()?,)?)
&y \X
150 0 O
[ell.=| 0 =50 0 |md
0 0 ¢

Le carré se transforme apres déformation, dans les axes principaux, en un rectangle. L'angle
droit reste droit aprés déformation, car la distorsion angulaire est nulle. Les déformations
principales ex et ey représentent les extremums des dilatations linéaires unitaires au point P.
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PROBLEME N°10

1F

Considérons une barre en tract