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Espérance d’une variable aléatoire

U'espérance d’une variable aléatoire correspond a sa valeur moyenne
e Cas discret

+ 00

ElX] = ZXiP(X = x;)
i=1

* Cas continu

E|X] =j xfy(x)dx



Variance d’une variable aléatoire

La variance d’une variable aléatoire mesure la dispersion autour de la

moyenne
Var[X] = E[(X — E[X])*] = E[X?] — E[X]*

e Cas discret
E[X?] =Y x*P(X = x;) et Var[X] = X5 (x; — E(X))*P(X = x;)

* Cas continu
E[X?] = fjozo x?fy (x)dx et Var[X] = fjozo(x — E(X))?*fy(x)dx




Espérance et variance

'espérance est un parametre de position

La variance est un parametre de dispersion autour de I'espérance

Dans la suite nous allons tenter d’illustrer ces deux concepts a l'aide de
graphiques et de calcul intégral.



Rappels sur le calcul integral

g L] b —
Intégrale d’une constante sur un segment : Va, b, C' € R, fa Cde =C(b—a).

P . - L . n+1l _n—l—l
Intégrale d’un monome sur un segment : Va,b € R,Vn > 2, fﬂ r"dr = 2 — Jj

# . . b v Eﬂb_eﬂtﬂ,
Intégrale de la fonction exponentielle sur un segment : Va, b, o € R, fa_ e dr = -

r ® . b
Intégrale de la fonction immverse sur un segment : Va,b, o € R7, fa éd:ﬂ —

log(ab)—log(aa)

Ck



Exemple loi uniforme discrete

Soit la variable X € {0;0,1;0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9} avec
P(X=x)=1/10

Calculer E(X) et Var(X)



Exemple loi uniforme discrete

Soit la variable X € {0;0,1;0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9} avec
P(X=x)=1/10

10

1
E(X) = 2 X P(X = %) = 75 (0,1 + 0,2 + -+ 0,9) = 0,45
=1
10
2 2 1 2 2 2
E(X2) = zxi POX = x) = == (0,12 + 0,22 + -+ 0,9%) = 0,285
=1

Var(X) = 0,285 — 0,45% = 0,0825



proba

Exemple loi uniforme discrete : espérance
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proba

Exemple loi uniforme discrete : variance
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Exemple loi uniforme sur[0;1]

densité
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Exemple loi uniforme sur[0;1]

La densité s’écrit
~11,six €[0; 1]
fx) = { 0, sinon

Calculer E(X) et Var(X)



Exemple loi uniforme sur[0;1]

La densité s’écrit
_|1,six €]0;1]
flx) = { 0, sinon

1 1 le 1
E(X) = dx = dx = |—| =—
() JOXf(X)x j;)xx [2]0 ;

1 1

310 1
E(XZ)Zfxzf(x)dx:fxzdx:[_] —_
0 0 3 0 3

Vary oL L _ 1 1_1

M =37 2 T3 s T2



Exemple loi uniforme : esperance
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Exemple loi uniforme : variance
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Exemple loi uniforme sur[0;1]

Fonction de répartition
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Exemple loi uniforme sur[0;1]

La fonction de répartition s’écrit

(x,six €[0;1]
F(x) =4 0,six<0

\ 1,six>1

Calculer P(0 < X < 0,5)



Exemple loi uniforme sur[0;1]

La fonction de répartition s’écrit

(x,six €[0;1]
F(x) =4 0,six<0

\ 1,six>1

0,5
P(0<X<0,)5) = f(x)dx =F(0,5) —F(0) =0,5
0



Exemple loi symétrique sur [0;1]

densité
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Exemple loi symétrique sur [0;1]
La densité s’écrit

6x — 6x4,si x € [0; 1]
0, sinon

-

Vérifier que f est bien une densité

Calculer E(X) et Var(X)



Exemple loi symétrique sur [0;1]
La densité s’écrit

x — 6x%,si x € [0;1]
0, sinon

fx) = {6

1 1 1
ff(x)dx—] 6x—6x2dx—j 6xdx—f 6x%dx
0

[reose-ofg] -of2] ~e(3-2)-

f est bien une densité



Exemple loi symétrique sur [0;1]

La densité s’écrit

_J6x —6x2,six € [0;1]
flx) = { 0, sinon
1 1 1 1
E(X) =f xf(x)dx =J 6x° — 6x3dx =f 6x2dx—f 6x3dx
0 0 0 0

Sy _6x31 6x41_6 1 1\ 1
w0 =of3], o[z, -o(3-3) 2



Exemple loi symétrique sur [0;1]

La densité s’écrit
6x — 6x%,six €[0:1
£(x) ={ DS [0;1]
, sinon

1 1

1 1
E(X?) = f x2f(x)dx = j 6x3 — 6x*dx = f 6x3dx —f 6x*dx
0 0 0

ek 511
o] 83
3 1 3 1

Var(x) 6 5 1
rX)=——-=S=———"=———
4 10 2210 4 20 20 20



Exemple loi symétrique : espérance

X * densité

densite
|
o |
L]
() w |
_ o
>
¥>< = |
L]
w |
O
o
O
Valeurs de x
O ] O ]
L=} L=}
| | | | | | |
0.0 02 04 06 08 1.0 0.0

0.2

0.4 0.6

0.8

1.0




Exemple loi symétrique : variance

(x-E(X))*2 * densité
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Exemple loi symétrique sur [0;1]

Fonction de répartition
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Exemple loi symétrique sur [0;1]

Comment s’écrit la fonction de répartition ?

F(x) =+

(...,six €[0;1]
0,six <0

\ 1,six>1



Exemple loi symétrique sur [0;1]
Comment s’écrit la fonction de répartition ?

(..., six €[0;1]
F(x) =< 0,six<0
\ 1,six>1

On doit trouver la primitive de la densité qui vaut 0 quand x=0 et 1
quand x=1



Exemple loi symétrique sur [0;1]

La fonction de répartition s’écrit

(3x2 — 243, si x € [0;1]
F(x) =+ 0,six <0
L 1,six>1

Calculer P(0 < X < 0,5)



Exemple loi symétrique sur [0;1]

La fonction de répartition s’écrit

(3x2 — 2x3,si x € [0; 1]
F(x) =+ 0,six <0
L 1,six>1
0,5
P(0<X<0,5) = f(x)dx = F(0,5) — F(0)

0

=3%05—2%0,5°=0,5%3-2%05)=2%0,25=0,5



Exemple loi bimodale sur R (concentrée sur [0;1])

densité
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Exemple loi bimodale

La densité s’écrit
07 _(x-02)? 03 _(x-08)°

f(x) = e 2+x0,07% 4 e 2+0,072
o

2421 02\ 2T

Il s’agit d’'un mélange de deux lois normales

Vérifier que f est bien une densité

Calculer E(X) et Var(X)



Exemple loi bimodale

La densité s’écrit
x—0,2)> x—0,8)2
— 0,7 _(2*0 07)2 0,3 _(2*0 07)2
f(x) = e 07% 4 e :
o

2421 02\ 21

Il s’agit d’'un mélange de deux lois normales

Vérifier que f est bien une densité ->bon ok c’était une blague

Calculer E(X) et Var(X)

32



Exemple loi bimodale : espérance

densite X * densité
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Exemple loi bimodale : variance

(x-E(X))*2 * densité
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Exemple loi bimodale
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Exemple loi exponentielle de parametre A = 3
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Exemple loi exponentielle de parametre A = 3

La densité s’écrit
3¢e73% six >0
xX) = .
f(x) { 0, sinon

Vérifier que f est bien une densité

Calculer E(X) et Var(X)



Exemple loi exponentielle de parametre A = 3

La densité s’écrit

~13e™3* six>0
fx) = { 0, sinon

+00 +00
j f(x)dx = j Be 3 dx = [—e ¥t
0 0

+ 00
f(x)dx=0+1=1
0

f est bien une densité



Exemple loi exponentielle de parametre A = 3

La densité s’écrit

~13e™3* six>0
flx) = { 0, sinon

+ 0 +00

E(X) =j xf(x) dx =j x * 3e 3%dx

0 ve O
= [—xe 3¥]¢*” +f e 3*dx
0

1 1
EX)=0+=-==
(X) 373



Exemple loi exponentielle de parametre A = 3

La densité s’écrit
£(x) = {Be_Bx,si x>0

0, sinon
+oo +oo Intégration par parties
E(X) = j xf(x) dx = j x * 3e 3*dx
0 teo YO
= [—xe 3¥]¢*” +f e 3*dx fuv’ = UV — f u'v
0

1 1
EX)=0+=-==
(X) 373

40



Exemple loi exponentielle de parametre A = 3

La densité s’écrit

~13e™3* six>0
flx) = { 0, sinon

+ +00

x2f(x) dx = J x? * 3e73% dx
0

E(X?%) = j

0

Double Intégration par parties

41



Exemple loi exponentielle : espérance

densité X * densité
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Exemple loi exponentielle : variance

densité (x-E(X))*2 * densité
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Exemple loi exponentielle

Fonction de répartition
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Exemple loi exponentielle

Comment s’écrit la fonction de répartition ?

F(x) = -



Exemple loi exponentielle

Comment s’écrit la fonction de répartition ?

F(x) = -

On doit trouver la primitive de la densité qui vaut O quand x=0 et 1
guand x tend vers l'infini



Exemple loi exponentielle

La fonction de répartition s’écrit

F(x) =1—e73%
Calculer P(0 < X < 0,5)



Exemple loi exponentielle
La fonction de répartition s’écrit

F(x) =1—e3*

0,5
P(0<X<0,)5) = f(x)dx =F(0,5) —F(0)=1—e1°
0



Propriétés de I’esperance et de la variance

Soit une variable aléatoire X d’espérance E|X] et de variance Var(X).
Soit une variable aléatoire Y d’espérance E[Y] et de variance Var(Y)
Soient a et b deux réels.

Donner

e ElaX]

* ElaX + bY]

e Var|[aX]

* Var[aX + bY]



Propriétés de I’esperance et de la variance

Soit une variable aléatoire X d’espérance E|X] et de variance Var(X).
Soit une variable aléatoire Y d’espérance E[Y] et de variance Var(Y)
Soient a et b deux réels.

Donner

e E[aX] = aE(X)

+ E[aX + bY] = aE(X) + bE(Y)

e Var[aX] = a*Var(X)

e Var[aX + bY] = a?Var(X) + b*Var(Y) + ab * Cov(X,Y)
Avec Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)



