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Espérance d’une variable aléatoire

L’espérance d’une variable aléatoire correspond à sa valeur moyenne

• Cas discret

𝐸 𝑋 = 

𝑖=1

+∞

𝑥𝑖𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖

• Cas continu

𝐸 𝑋 =  
−∞

+∞

𝑥𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥
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Variance d’une variable aléatoire

La variance d’une variable aléatoire mesure la dispersion autour de la
moyenne

Var 𝑋 = E 𝑋 − 𝐸[𝑋] 2 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸[𝑋]2

• Cas discret

𝐸 𝑋2 =  𝑖=1
+∞ 𝑥𝑖

2𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 et Var 𝑋 =  𝑖=1
+∞ 𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋) 2𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖

• Cas continu

𝐸 𝑋2 =  −∞
+∞

𝑥2𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 et Var 𝑋 =  −∞
+∞

𝑥 − 𝐸(𝑋) 2𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥
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Espérance et variance

L’espérance est un paramètre de position

La variance est un paramètre de dispersion autour de l’espérance

Dans la suite nous allons tenter d’illustrer ces deux concepts à l’aide de
graphiques et de calcul intégral.
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Rappels sur le calcul intégral
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Exemple loi uniforme discrète

Soit la variable 𝑋 ∈ {0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9} avec

𝑃 𝑋 = 𝑥 = 1/10

Calculer E(𝑋) et Var(𝑋)
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Exemple loi uniforme discrète

Soit la variable 𝑋 ∈ {0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9} avec

𝑃 𝑋 = 𝑥 = 1/10

E 𝑋 = 

𝑖=1

10

𝑥𝑖𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 =
1

10
0,1 + 0,2 + ⋯+ 0,9 = 0,45

E 𝑋2 = 

𝑖=1

10

𝑥𝑖
2𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 =

1

10
0,12 + 0,22 +⋯+ 0,92 = 0,285

Var 𝑋 = 0,285 − 0,452 = 0,0825
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Exemple loi uniforme discrète : espérance
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Exemple loi uniforme discrète : variance
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Exemple loi uniforme sur [0;1]

10



Exemple loi uniforme sur [0;1]
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =  
1, 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]
0, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

Calculer E(𝑋) et Var(𝑋)



Exemple loi uniforme sur [0;1]
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =  
1, 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]
0, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

E 𝑋 =  
0

1

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =  
0

1

𝑥𝑑𝑥 =
𝑥2

2
0

1

=
1

2

E 𝑋2 =  
0

1

𝑥2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =  
0

1

𝑥2𝑑𝑥 =
𝑥3

3
0

1

=
1

3

Var 𝑋 =
1

3
−

1

22
=
1

3
−
1

4
=

1
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Exemple loi uniforme : espérance
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Exemple loi uniforme : variance
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Exemple loi uniforme sur [0;1]
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Exemple loi uniforme sur [0;1]
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La fonction de répartition s’écrit

F 𝑥 =  
𝑥, 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]
0, 𝑠𝑖 𝑥 < 0
1, 𝑠𝑖 𝑥 > 1

Calculer P(0 < X < 0,5)



Exemple loi uniforme sur [0;1]
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La fonction de répartition s’écrit

F 𝑥 =  
𝑥, 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]
0, 𝑠𝑖 𝑥 < 0
1, 𝑠𝑖 𝑥 > 1

P 0 < X < 0,5 =  
0

0,5

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 0,5 − 𝐹 0 = 0,5



Exemple loi symétrique sur [0;1]
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Exemple loi symétrique sur [0;1]
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =  
6𝑥 − 6𝑥2, 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]

0, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

Vérifier que 𝑓 est bien une densité

Calculer E(𝑋) et Var(𝑋)



Exemple loi symétrique sur [0;1]
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =  
6𝑥 − 6𝑥2, 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]

0, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

 
0

1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =  
0

1

6𝑥 − 6𝑥2𝑑𝑥 =  
0

1

6𝑥𝑑𝑥 −  
0

1

6𝑥2𝑑𝑥

 
0

1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 6
𝑥2

2
0

1

− 6
𝑥3

3
0

1

= 6
1

2
−
1

3
= 1

𝑓 est bien une densité



Exemple loi symétrique sur [0;1]
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =  
6𝑥 − 6𝑥2, 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]

0, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

E 𝑋 =  
0

1

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =  
0

1

6𝑥2 − 6𝑥3𝑑𝑥 =  
0

1

6𝑥2𝑑𝑥 −  
0

1

6𝑥3𝑑𝑥

E 𝑋 = 6
𝑥3

3
0

1

− 6
𝑥4

4
0

1

= 6
1

3
−
1

4
=
1

2



Exemple loi symétrique sur [0;1]
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =  
6𝑥 − 6𝑥2, 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]

0, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

E 𝑋2 =  
0

1

𝑥2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =  
0

1

6𝑥3 − 6𝑥4𝑑𝑥 =  
0

1

6𝑥3𝑑𝑥 − 
0

1

6𝑥4𝑑𝑥

E 𝑋2 = 6
𝑥4

4
0

1

− 6
𝑥5

5
0

1

= 6
1

4
−
1

5
=

3

10

Var 𝑋 =
3

10
−

1

22
=

3

10
−
1

4
=

6

20
−

5

20
=

1
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Exemple loi symétrique : espérance
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Exemple loi symétrique : variance
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Exemple loi symétrique sur [0;1]
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Exemple loi symétrique sur [0;1]
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Comment s’écrit la fonction de répartition ?

F 𝑥 =  
… , 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]
0, 𝑠𝑖 𝑥 < 0
1, 𝑠𝑖 𝑥 > 1



Exemple loi symétrique sur [0;1]
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Comment s’écrit la fonction de répartition ?

F 𝑥 =  
… , 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]
0, 𝑠𝑖 𝑥 < 0
1, 𝑠𝑖 𝑥 > 1

On doit trouver la primitive de la densité qui vaut 0 quand x=0 et 1 
quand x=1



Exemple loi symétrique sur [0;1]

28

La fonction de répartition s’écrit

F 𝑥 =  
3𝑥2 − 2𝑥3, 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]

0, 𝑠𝑖 𝑥 < 0
1, 𝑠𝑖 𝑥 > 1

Calculer P(0 < X < 0,5)



Exemple loi symétrique sur [0;1]
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La fonction de répartition s’écrit

F 𝑥 =  
3𝑥2 − 2𝑥3, 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0; 1]

0, 𝑠𝑖 𝑥 < 0
1, 𝑠𝑖 𝑥 > 1

P 0 < X < 0,5 =  
0

0,5

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 0,5 − 𝐹 0

= 3 ∗ 0,52 − 2 ∗ 0,53 = 0,52 3 − 2 ∗ 0,5 = 2 ∗ 0,25 = 0,5



Exemple loi bimodale sur ℝ (concentrée sur [0;1])
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Exemple loi bimodale
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =
0,7

𝜎2 2𝜋
𝑒
−
(𝑥−0,2)2

2∗0,072 +
0,3

𝜎2 2𝜋
𝑒
−
(𝑥−0,8)2

2∗0,072

Il s’agit d’un mélange de deux lois normales

Vérifier que 𝑓 est bien une densité

Calculer E(𝑋) et Var(𝑋)



Exemple loi bimodale
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =
0,7

𝜎2 2𝜋
𝑒
−
(𝑥−0,2)2

2∗0,072 +
0,3

𝜎2 2𝜋
𝑒
−
(𝑥−0,8)2

2∗0,072

Il s’agit d’un mélange de deux lois normales

Vérifier que 𝒇 est bien une densité   -> bon ok c’était une blague

Calculer 𝐄(𝐗) et 𝐕𝐚𝐫(𝐗)



Exemple loi bimodale : espérance
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Exemple loi bimodale : variance
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Exemple loi bimodale
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Exemple loi exponentielle de paramètre 𝜆 = 3
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Exemple loi exponentielle de paramètre 𝜆 = 3
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =  
3𝑒−3𝑥 , 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0
0, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

Vérifier que 𝑓 est bien une densité

Calculer E(𝑋) et Var(𝑋)



Exemple loi exponentielle de paramètre 𝜆 = 3
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =  
3𝑒−3𝑥 , 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0
0, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

 
0

+∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =  
0

+∞

3𝑒−3𝑥𝑑𝑥 = −𝑒−3𝑥 0
+∞

 
0

+∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0 + 1 = 1

𝑓 est bien une densité



Exemple loi exponentielle de paramètre 𝜆 = 3
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =  
3𝑒−3𝑥 , 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0
0, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

E 𝑋 =  
0

+∞

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =  
0

+∞

𝑥 ∗ 3𝑒−3𝑥𝑑𝑥

= −𝑥𝑒−3𝑥 0
+∞ + 

0

+∞

𝑒−3𝑥𝑑𝑥

E 𝑋 = 0 +
1

3
=
1

3



Exemple loi exponentielle de paramètre 𝜆 = 3
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La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =  
3𝑒−3𝑥 , 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0
0, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

E 𝑋 =  
0

+∞

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =  
0

+∞

𝑥 ∗ 3𝑒−3𝑥𝑑𝑥

= −𝑥𝑒−3𝑥 0
+∞ + 

0

+∞

𝑒−3𝑥𝑑𝑥

E 𝑋 = 0 +
1

3
=
1

3

Intégration par parties

 𝒖𝒗′ = 𝒖𝒗 − 𝒖′𝒗



Exemple loi exponentielle de paramètre 𝜆 = 3

41

La densité s’écrit

𝑓 𝑥 =  
3𝑒−3𝑥 , 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0
0, 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

E 𝑋2 =  
0

+∞

𝑥2𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =  
0

+∞

𝑥2 ∗ 3𝑒−3𝑥 𝑑𝑥

Double Intégration par parties



Exemple loi exponentielle : espérance
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Exemple loi exponentielle : variance
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Exemple loi exponentielle
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Exemple loi exponentielle
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Comment s’écrit la fonction de répartition ?

F 𝑥 = ⋯



Exemple loi exponentielle
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Comment s’écrit la fonction de répartition ?

F 𝑥 = ⋯

On doit trouver la primitive de la densité qui vaut 0 quand x=0 et 1 
quand x tend vers l’infini



Exemple loi exponentielle
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La fonction de répartition s’écrit

F 𝑥 = 1 − 𝑒−3𝑥

Calculer P(0 < X < 0,5)



Exemple loi exponentielle
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La fonction de répartition s’écrit

F 𝑥 = 1 − 𝑒−3𝑥

P 0 < X < 0,5 =  
0

0,5

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 0,5 − 𝐹 0 = 1 − 𝑒−1,5



Propriétés de l’espérance et de la variance

Soit une variable aléatoire 𝑋 d’espérance 𝐸 𝑋 et de variance Var(𝑋).

Soit une variable aléatoire 𝑌 d’espérance 𝐸 𝑌 et de variance Var(Y)

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels.

Donner

• 𝐸 𝑎𝑋

• 𝐸 𝑎𝑋 + bY

• 𝑉𝑎𝑟 𝑎𝑋

• 𝑉𝑎𝑟 𝑎𝑋 + bY
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Propriétés de l’espérance et de la variance

Soit une variable aléatoire 𝑋 d’espérance 𝐸 𝑋 et de variance Var(𝑋).

Soit une variable aléatoire 𝑌 d’espérance 𝐸 𝑌 et de variance Var(Y)

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels.

Donner

• 𝐸 𝑎𝑋 = 𝑎𝐸(𝑋)

• 𝐸 𝑎𝑋 + bY = 𝑎𝐸 𝑋 + 𝑏𝐸(𝑌)

• 𝑉𝑎𝑟 𝑎𝑋 = 𝑎2𝑉𝑎𝑟(𝑋)

• 𝑉𝑎𝑟 𝑎𝑋 + bY = 𝑎2𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑏2𝑉𝑎𝑟 𝑌 + 𝑎𝑏 ∗ 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

Avec 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸(𝑌)
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