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Exercice 1 Question de cours

b—
1. Pour tout k € {0,...,n}, xy =a+k ¢

2. [z, ax] C [a,b] et f est C! sur [a,b] donc sur [z, ax]. Soit t € [zx,ax], on applique
le théoreme des accroissements finis sur cet intervalle, ainsi il existe ¢ €]t, ax[ tel que

flag) — f(t) = f'(ck) (o — t). On en déduit :
f(£) = flaw)| = [f" ()] X [t — on] < Myt — .

On applique de la méme maniere le théoreme des accroissements finis sur [ag, x4 1], on
obtient, pour tout ¢ € [ag, Tri1],

£ (&) = fow)| < Mt — vl

Par conséquent,
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On montre de la méme maniere que :

0 = flow) dt] < M — .
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Ainsi :
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Or pour tout (a,b) € (R4)?, (a+b)? > a® +?, donc :
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3. Soit k € {0,...,n—1}, on remarque que /9%+1 flag) dt = flog) (g1 —ax) = flag).
Ainsi : o
b h— n—1 n—1 Tho1 n—1 Thy1
Feyar =" 3 )| = Z/ () dt—Z/ Flaw) dt
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Exercice 2 Uniforme continuité

1. f est uniformément continue sur [ si :
Ve >0, 36 >0, V(z,y) € I?, |z —y| <d = |f(z) — f(y)] <e.
2. f n’est pas uniformément continue sur I si :

e >0, V6 >0, Iz,y) € I? |z —y| <bet]|f(z)— fy) >e.

1 6\> 1 & 52
3. Soit 6 > 0, <——|——) ——=—+1,0r220,donc:

5 2 02 4
1+52 1>1
52 52 =

4. On va vérifier que la négation écrite a la question 2 est vraie pour la fonction g.

1 6
Choisissons € = 1 et soit 6 > 0. On pose x = 5 + 3 et y = 5 alors |z —y| = 3" On en

déduit que |z —y| < d et :

o) o) = 2 4121

Donc g n’est pas uniformément continue sur R.

5. Notons h: R — R, z — x. Montrons que h est uniformément continue.
Soit € > 0, posons § = & > 0. Soit (z,y) € R? tel que |z — y| < 4, alors :

h(z) = h(y)| = |z —y[ <o =e.

Donc h est uniformément continue.

Or on a vu dans la question précédente que g = h x h n’est pas uniformément continue,
par conséquent, le produit de deux fonctions uniformément continues n’est pas toujours
uniformément continue.



Exercice 3 Calcul d’une intégrale

1. On calcule cette intégrale en faisant deux intégrations par parties successives.

In2 n2 In2
n
/ ule" du = [uQe“}O — 2/ ue® du
0 0

In2
2(In2)? — 2 ([ue"]g12 - / et du)
0

(In2)? —2(2In2 - (2—1)) =2(In2)* —4In2 + 2
(In2 — 1)

2
2

1 1
2. On fait un changement de variable en posant v = Int, alors du = ;dt = —dt, ainsi :
e

2 In2
/ (Int)*dt = / w?e" du=2In2(In2 —2) + 2.
1 0

Exercice 4 Borne supérieure

1. f(0)=0et b> 0, ainsi 0 € A et donc A est non vide.
De plus, par définition de A, pour tout z € A, on a x < b, ce qui signifie que b est un
majorant de A et donc A est non vide et majoré.
Par conséquent, A admet une borne supérieure.

2. a est la borne supérieure de A, donc il existe une suite (x,),en d’éléments de A qui
converge vers a. Comme f est continue, on en déduit que f(z,) —— f(a).
n—-+oo

Mais, pour tout n € N, x,, € A, ainsi, par définition de A, pour tout n € N, f(x,) =0,

d ou, f(l'n) m 0.

Par unicité de la limite, on a donc f(a) = 0.

3. a est la borne supérieure de A, c’est donc le plus petit des majorants de A, de plus, on a
vu que b est un majorant de A, d’ou a < b.
Mais f(a) =0 et f(b) # 0, ainsi a # b et finalement, a < b.

4. Soit = €a, b, supposons par I'absurde que f(z) = 0, alors, par définition de A, x € A ce

qui contredit la définition de a qui est un majorant de A.
On en déduit que f(x) # 0.

Exercice 5 Etude d’une suite

1. Soit n > 2, f,, est un polynome donc f, est dérivable sur Ry et, pour tout z € R,
fl(x) =nz" 1+ 1.
Ainsi, pour tout z € Ry, f/(z) > 0.
On en déduit que f, est strictement croissante sur R, comme elle est aussi continue sur
R, f, est une bijection de R sur [fn(()),mlirfoo fo(z)[=[-1, +o0].

2. 0€ 1,400 et f,: Ry — [—1,+00[ est une bijection, donc il existe un unique u, € R,
tel que f,(u,) = 0.

3. Soit n > 2, on remarque que f,(0) = -1 <0et f,(1) =1>0, ainsi 0 €] — 1, 1[. Comme
fn est continue le théoreme des valeurs intermédiaires nous assure que f, s’annule sur
10,1[C Ry et on a montré qu’il y a un unique réel sur R, ou f,, s’annule, donc u,, €]0,1].
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4. Soit n > 2, fr(Unt1) = upyy + Ungr — 1.
Or foi1(ups1) =0, c’est-a-dire que uﬁﬁ +Upyp —1=0,dou:

fn(unJrl) = UZ—H - /U/Zii = /U/Z-i-l(]‘ - un+1).

Comme 0 < u,41 < 1, on en déduit que f,,(u,41) > 0.

5. Soit n > 2, fu(u,) = 0et f(uys1) > 0, ainsi f,(u,e1) > fu(u,). Comme f, est strictement
croissante sur R, on en déduit que u,+1 > .

6. La question précédente montre que la suite (u,),>2 est strictement croissante et, d’apres
la question 3, elle est aussi majorée. Donc (uy,),>2 converge.

7. Notons ¢ la limite de la suite (uy,),>2.
On a vu (question 3) que, pour tout n > 2, 0 < u, < 1,donc 0 < /¢ < 1.
Proposons deux méthodes pour conclure.
Méthode 1. (uy),>2 est croissante et converge vers ¢ donc, pour tout n > 2, u, <
Comme, pour tout n > 2, f, est strictement croissante, on a aussi, pour tout n > 2,
Su(un) < fu(0).
Or, pour tout n > 2, f,(u,) =0, on en déduit que, pour tout n > 2,0 < "+ ¢ — 1.
Si on suppose par 'absurde que ¢ € [0, 1], alors (" m 0, ainsi par passage a la limite

dans I'inégalité précédente, on obtient : 0 < ¢ — 1, ce qui contredit ¢ < 1.
Donc ¢ = 1.
Méthode 2. Supposons par 'absurde que ¢ € [0, 1], alors Inw,, ——— In¢ < 0si £ # 0 et

n—-+o0o

Inu, —— —oo si £ =0. Ainsi nlnu,, — —oo. On en déduit que :
n—4o00 n—-4o0

un — 6nlnun 0
m n—-+00 '
Or, pour tout n > 2, u! +u, — 1 = 0, d’oli, par passage a la limite dans cette égalité,
¢ —1 =0 ce qui est absurde.
Finalement, on a montré que ¢ = 1.



