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Exercice 1. Questions de cours

1. Soit A une partie non vide minorée de R et m un minorant de A. On suppose qu’il existe une
suite d’éléments de A qui converge vers m. Montrer que m = inf A.

Solution : Soit (a,)nen une suite d’élements de A qui converge vers m. Considérons m’ un autre
minorant de A. Pour chaque n € N, on a a, € A et donc a,, > m/. Comme (a,),en converge
vers m, les inégalités précédentes entrainent que m > m’. Ainsi, m est le plus grand minorant
de A, c’est-a-dire m = inf A.

2. Montrer que toute suite de réels convergente est de Cauchy.
Solution : Considérons une suite (u,),en de réels qui converge vers un réel /.
Soit £ > 0.
Par définition de la limite, il existe N € N tel que pour tout n > N, |u, — {| < ¢.
Considérons maintenant deux entiers p > N et ¢ > N. Alors,

|up_uq|:’up_£+€_uq’§|Up_€’+’€_uq‘ < 2e,

ce qui montre que la suite (u,),en est de Cauchy.

Exercice 2. Des séries
Etudier la convergence absolue et la convergence des séries suivantes :

1 1
1. E <en+ln(1——)—1);
n
n>1

Solution : Petite coquille : le premier terme n’étant pas défini, il s’agit d’étudier la convergence
1 1
de la série n4+In(l——)—1).
> (em(-3) )
n>2
Comme 1/n — 0, les DL en 0 & 'ordre 2 de t + ¢’ et t +— In(1 + ¢) entraine que

n—-4o00
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1 1
Comme la série Z — est une série de termes positifs convergente, la série Z en+In(1-=)—1
n>1 TL2 n>2 n

est absolument convergente et en particulier convergente.

(n!)?
2. ;
2 oy
n>0
Solution : Il s’agit d'une série a termes positifs.

(nt1)1)?
iy (n+1)? 1
W T 20 2)2n 4 1) nove 4

Par la regle de d’Alembert, on conlut que cette série est (absolument) convergente.
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(=n"
3. —_
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Solution : La fonction In étant croissante, tendant vers +oo en +oo et In(3) > 0, la suite

1 . ’ . ’ o . . PN
<m@T?’))"€N est une sult.e décroissante de réels positifs qui converge vers 0. Par le critere des
séries altérnées, cette série alternée converge.

D’autre part,

In(Gn+3) In(n)+In(+3/n) |+ In(5+3/n)

Inn Inn Inn n—+oo

donc
1 1

In(5n + 3) +o0 Inn’

Or la série de Bertrand E —— est divergente, donc par comparaison entre série a termes
n

In
n>2
—1)»
positifs, la série nZ:O m n’est pas absolument convergente.
1 n
4. )" (1—-—-—] .
S (1-7)

n>1
Solution : Il s’agit d’une serie alternée, mais elle ne converge pas. En effet, pour n > 1,

o (1= 1) | et

1 —1 1
Or In (1 — —) ~io —, donc nln (1 — —) —— —1 et par continuité de l'’exponentielle
n n n n——+o00
enin(1-7) —+> et # 0. Le terme général de la série considérée ne convergeant pas vers 0, la
n—-+0oo

série diverge < grossierement .

Exercice 3. Des intégrales impropres

Le but de cet exercice est de déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour la
cost

L i Tl —
convergence de l'intégrale impropre BT dt.
0

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour la convergence de l'intégrale
) '1 — cost
impropre ——dt.
0

ta
Solution : Soit a € R. Comme cos est continue et a valeurs dans [—1, 1], il suit que la fonction
1 —cost
t = ———— est continue et positive sur |0, +-00[ et en particulier sur |0, 1]. Faisons I’étude en

0 : le développement limité de cos en 0 a l'ordre 2 est

t2
cost =1— e + o(t?)

donc
1—cost t* 1 1

te 02 t*o0 202

1
1
Or l'intégrale de Riemann / #Ljdt converge si et seulement si a — 2 < 1. Par le (se-
0

cond) théoreme de comparaison des intégrales impropres de fonctions positives, il suit que

1 —cost . .

BT dt est convergente si et seulement si a < 3.
0
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, L o0 1 — cost
2. Montrer que pour tout réel a > 1, I'intégrale BT dt converge.
1

1 —cost
Solution : Soit @ > 1. Rappelons (une derniere fois) que la fonction ¢ — BT est continue
et positive sur ]0, 400|. Faisons 'étude en +oco : on a pour tout ¢ > 0,
1 —cost 2
0 —— < —.
- ta - ta

+oo
Comme a > 1 dans cette question, I'intégrale de Riemann / n dt converge et donc par le
1

(premier) théoreme de comparaison des intégrales impropres de fonctions positives, l'intégrale

01 — cost
BT dt converge.
1

3. Soit k € N. Montrer que

SH2HDT 1 cost FA2hm cost 1
—dt > —_—dt > —.
5 +2km t S+2km t Q(k + 1)

1-— t
Solution : Comme pour tout ¢ > 0, % >0, et 5 +2(k+1)m > 37“ + 2km, on a

3T2RHDT 1 cost FA2%T | _ cost H2kHDT | eost FH%T ] cogt
/ —dtZ/ —dt+/ —dtZ/ — dt.
s s 3 s
3 3 3

+2km 13 +2km t 77T+2k7r 14 +2km 13

De plus, pour tout ¢ € [§ + 2km, 37” + 2km], cost < 0, donc

37 4 okn 1 " 37 4 okn 1
2 f— 2
/ ST > / = dt.
ngQkTr t %+2k7r t

Enfin, comme ¢ — 1/t est décroissante sur ]0, 400,

/32"+2k7r 1 5 42km 1
~dt > / I
- 3
Tyoke L T iokr 5 1 2kT

/3;+2k7r 1 34 2kn— (5 + 2kn) 1 1

et

= >
vokr S+ 2km 3 4 2km 42k~ 2(k+1)
ce qui permet de conclure.

4. En déduire que

g+2(n+1)ﬂ' 1 — cost
dt > +00.

t n—)—l—oo,

o

Solution : Soit n > 0. En utilisant la question précédente, on a

§+2(n+1)7r 1 o COSt n g+2(k+1)ﬁ 1 o COSt n 1
/ Tt = / —dt > —.
- t o J T+2kn t c~2(k+1)
La série h i Zld' t + zn: ! 400 et déduit
a série harmonique — divergeant vers +oc. on a s +00 et on en dédui
1 n & ’ 2(]{7 + 1) n—+o0

k=0
par l'inégalité précédente le résultat demandé.
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T 1 —cost
5. Montrer que pour tout réel a < 1, 'intégrale / BT dt diverge.
1

1 — cost 1 —cost
Solution : Soit a < 1. Pour tout réel ¢t > 1, 1—cost > 0 et t* < t, donc >

= / =

01 — cost
Or d’apres la question précédente, I'intégrale / — dt diverge et par comparaison c’est
1

01 — cost
également le cas de l'intégrale / T dt.
1

a

6. Conclure.

. " ) , . 11— cost )
Solution : Dans la premiere question, on a montré que l'intégrale e dt converge si et
0
. . .y 71 — cost .
seulement si a < 3. Les questions 2 et 5 montrent que l'intégrale BT dt converge si
1

et seulement si a > 1.

. T — cost
On peut ainsi conclure que _

a dt converge si et seulement si a €]1, 3.
0

Exercice 4. Un équivalent simple d’une suite de sommes partielles.

1. On s’intéresse a l'intégrale généralisée

(a) Cette intégrale est-elle convergente ?

. . , . €
Solution : Par croissances comparées — ——— 400 donc la fonction = +— — est plus
Tr x—+o0 T

+o0
grande que 1 au voisinage de I'infini (c.a.d. pour z assez grand). Comme / ldx diverge,
1

+oo
e
/ —dx diverge également.
1 x

(b) Soit x € [1,+00[. Montrer que

/—du———l———26+2/ —du. (1)

Solution : Effectuons deux intégrations par parties successives :

T u ul® x U
(& (& —e
—du=|—| — —du

.U u | 1u

xT T u

(c) Montrer que f: ]0, +00o[— R, z > €*/z3 est décroissante sur |0, 3] et croissante sur [3, +00].
Solution : Cette fonction est dérivable et, pour x €]0, +oc[, on a

3,z 2 x T
xr’e” — 3z’e (x —3)e
Py = LEZ30E_(@m e
x x
Ainsi, f’ est négative sur |0, 3] et positive sur [3, +00[, ce qui permet de conclure.
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(d)

(2)

En déduire que pour tout x € [3,400],

3 u T ou ev

—du <2e et —du <
Loud T s W o

Solution : Comme f est décroissante sur [1, 3], on a

—du </ —du < 2e.

1

Soit x € [3,4o00[. Par croissance de f sur [3,x], on obtient

—du</ —du< 3)€—§:p—<i.

A Daide des questions précédentes, montrer que pour tout x € [3, +0o0],

— —2e< —du§—+—2+26.
T LU r  x
e:B x eu u
Solution : Soit x € [3,+00[. On a — > 0 et —du > 0 car la fonction u — — est
T L u u

positive sur |0, 4o00].
Ainsi, par I’équation (1), on en déduit que

T u x

€ €
| Sz e
LU x

Pour I'autre inégalité, notons qu’a ’aide de la question précédente,

T u 2I
/—du—2/ —du+2/ e—gdu§4e+%.
U T

A nouveau, en utilisant 1’équation (1), on obtient que

T3
/ —du<6—+i+26

x
On considere application ¢: [1, +oo[— R, x +— —/
e’ J.

A Paide d'un changement de variable, montrer que ¢ a pour limite 1 en 4o0.
Solution : Soit z € [1,+o00[. En posant u =Int, on a t = e" et dt = e"du, d’ou

/ /—duetgp /—du
el'

La question précédente donne les inégalités

3
1 -2 < p(r) < 142 422,
er T e’

3
Or, £—>Oet——>0 donc ¢(z) —— 1.
er z—r+oo T xz—+ T—>+00

Pour tout réel y > e, calculer p(Iny) et en déduire que

Yo dt Y
/e @ oo In(y)’ @




Solution : Soit y > e. On a

( )_lny gt _Iny [V dt
P o @) Ty J (@)

Comme Iny —— +o0, par la question précédente ¢(Iny) — 1, ce qui permet de conclure

T—r+00 T—+
en utilisant 1’égalité ci-dessus.

2. Pour n > 2, on pose
n

1
Ink’

=2

Sp =

ol

(a) Montrer que, pour tout k > 2,

L /’f“ dt_ 1
In(k+1) = J, In(t) ~ In(k)

1
Solution : La fonction t — i étant décroissante sur |1, +oo[, on a pour tout k > 2,
n

k+1 dt k+1 dt k+1 dt
_ < < o
/k In(k + 1) _/k In(t) _/k In(k)
L /k“ dt _ 1
In(k+1) = J,  In(t) ~ In(k)

(b) En déduire que, pour tout n > 3,

Solution : Soit n > 3. On a d’une part,

/n+1 dt _i/k-l-l dt _ n 1 s
o In(t) —~ Ji In(t) — In(k) "

et d’autre part,

n—1

1 1 R dt 1 modt
S 1n2 Zln 1112 lnk+1)_1n2+;/k 1n(t)_ﬁ+/2 ()’

(c¢) Enfin, montrer que

n

~ —,

"toolnn’

. "odt n odt ° dt "odt
Solution : Par 1., on a —— ~ —— et comme — = — + —— et
. In(t) +ecInn o In(t) o In(t) . In(t)
1

n . déduit /” dt n /"+ dt n+1 n
—— ——— 400, onendéduit que [ —— ~ uis que ~ ~
Inn z—+oo q o In(t) +oo Inn’ b 5 In(t) +oIn(n + 1) +o lnn

; 1 N "odt n

et — — ~ —

In2 Jy In(t) +olnn

Les inégalités de la question précédente permettent alors de conclure.




