Chapitre 4 — Fonctions réelles d'une variable réelle :
formules de Taylor, développements limités, étude locale

UE Analyse 2
Elise Fouassier
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IZTMTEENC SR EW/ITall  Formule de Taylor-Lagrange

Formule de Taylor-Lagrange (rappel cours 14 février)

Théoréme

Soit | un intervalle, n€ N, f: | — R une fonction de classe C"t1 sur |I.

Pour tout (a,x) € 1%, avec a # x, il existe c compris strictement entre a et
x tel que

f(x) = f(a)+ f'(a)(x — a)

(a) @) F()
7] p XA
polynéme de Taylor de f en a

+

(x—a)+... + )t

(x—a

"reste de Lagrange"”

(c€la,x[ sia< x, ou|x,a[ six < a).
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Formules de Taylor Formule de Taylor-Lagrange

Formule de Taylor-Lagrange

Exemple.

Soit x € R, n€ N, on note P,( Z )/i— La formule de Taylor-Lagrange

permet de montrer que :

e|X|‘X|”+1
€ — Pa(x)| <
(n+1)!
d'ou I'on déduit que
nok
I a
e = lim
n— 400 k'
—0
Développements limités
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DEVEL SRS  Condition suffisante d'existence

Existence d'un développement limité et formule de
Taylor-Young

La formule de Taylor-Young donne une condition suffisante d’existence.

Théoréme

Soit ne N*, et f : | - R de classe C" sur |. Soit a€ |. Alors, f admet un
DL a l'ordre n en a de la forme

f(x) = f(a)+f'(a)(x — a)
£(a)
21

f")(a) (x—a)"+ o ((x—a)".

n! xX—a

(x—a)+... +

v

Pour les fonctions pour lesquelles les dérivées successives sont simples a
calculer, cette formule permet d'obtenir rapidement le développement
limité de la fonction. Si ce n'est pas le cas, on utilise les théorémes
d'opérations que nous verrons dans le paragraphe suivant.
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DEVEL SRS  Condition suffisante d'existence

Développements limités de fonctions usuelles

Exemple 1.
La fonction exponentielle étant de classe C® sur R, elle admet un DL a

tout ordre en 0. De plus, pour tout k € N, exp(¥)(0) = 1, donc par la
formule de Taylor-Young, on a pour tout n€ N

2 x"

X
eX=1+X+§+...+F+ o (x").
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DEVEL SRS  Condition suffisante d'existence

Développements limités de fonctions usuelles

Exemple 2.
Les fonctions cosinus et sinus étant de classe C* sur R, elles admettent un
DL a tout ordre en 0. De plus, pour tout k € N,

~ cos®K)(0) = (=1)k, sin®¥)(0) = 0,
— cos@kt1)(0) = 0, sin®**+1)(0) = (—1)k,

donc par la formule de Taylor-Young, on a pour tout n€ N

x2 x2n il
— o _ n n
cosx =1 ol +...+(-1) on)] +x—>0( )
) B x3 1y x2n+1 22
sinx = x— gt U G ST

On vient d'écrire un DL a l'ordre 2n + 1 de cos et un DL a l'ordre 2n 4 2
de sin.
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DEVEL SRS  Condition suffisante d'existence

Développements limités de fonctions usuelles

Exemple 3.

La fonction f : x — In(1 + x) étant de classe C* sur | — 1, +o0[, elle
admet un DL a tout ordre en 0.

De plus, on montre par récurrence sur k € N* (cf feuille 4 de TD) que pour
tout k € N*, pour tout x > —1,

(=D (k —1)!
(14 x)k

£(k) (x) =

donc F%)(0) = (=1)k(k — 1)1
Et £(0) = 0 donc par la formule de Taylor-Young, on a pour tout n € N*

x> X3

_ . - _ n—1X7n n
In(1+x) =x >t 3 o+ (1) - +X20(X ).
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Condition suffisante d’'existence
Développements limités de fonctions usuelles

Exemple 4.
Soit a € R. La fonction f, : x — (1 + x)* étant de classe C* sur
| — 1, +oo], elle admet un DL a tout ordre en 0. De plus, pour tout k € N*,

£00) = alw—1)...(a —k+1)

et f,(0) = 1, donc par la formule de Taylor-Young, on a, pour tout n € N,

(14 x)*

-1 —1)... — 1
:1+ax—|—a(a2|)x2+...+a(a ) I(a nt )x"—i— o (x").
! n!

x—0

Pour o« = —1, on retrouve le DL de 1/(1 + x) en 0.

Pour o = 1/2, on obtient le DL de x — +/1 + x; a I'ordre 2, cela donne
2
Vitx=1+2-2 4 o (=3
2 8 x—0
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Quelques observations préliminaires.
Elles se montrent en utilisant la définition d'un o.

Soit n, p, me N.
— Pour toute constante réelle A # 0,
- si f(x) = Xgo(x") alors Af(x) = %
- sif(x) = Xgo()\x") alors f(x) = %
- Sip<netf(x)= o (x")alors f(x) = o (xP).
x—0 x—0

- Sip<netf(x)= oo(xp) + OO(Xn) alors f(x) = o (xP).

x—0
- Sif(x) = oo(x") alors x™f(x) = o (x™*).
. n f(X) n—m
- Sif(x) = Xgo(x ) alors o —Xgo(x ).
- Sif(x) = oo(x”) alors (f(x))? = oo(x2").
Développements limités
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Dans la suite, nous énoncons les résultats concernant les opérations sur les
développements limités au voisinage de 0.

Ceux concernant les développements limités au voisinage d'autres points
s'en déduisent (par changements de variables).

Dans les énoncés suivants, on utilise la notation suivante.
Si f admet un développement limité a I'ordre n en 0, on note P,(f)
I'unique polynéme de degré < n tel que

F(x) = Pa(f)(x) + o (x")
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Addition et multiplication par une constante

Théoréme

Soit | un intervalle tel que 0 € I. Soit f,g: | — R deux fonctions, n€ N.
Supposons que f et g admettent un DL, en 0. Soit A\, 1 € R.
Alors A\f + ug admet un DL, en 0 et

Po(Af + pug) = APy(f) + uPs(g)

Démonstration.

On écrit
F(x) = Palf) () + o ()
X—
= Pn(f)(x) + x"e1(x), avec e1(x) —>00
X—>
et
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Addition et multiplication par une constante

= Ph(g)(x) + x"ea(x), avecea(x) — 0

x—0

On a donc

(A + 11g)(x) = (APa(F)(x) + uPn(g)(x)) + x"(Ae1(x) + pea(x))
= (APa(F)(x) + uPn(g)(x)) + o (x")

x—0

car Ae1(x) + pea(x) — 0.

x—0
De plus AP,(f) + 1Pp(g) est un polyndme de degré < n.
Ainsi, on a écrit un DL, de A\f + ug en 0.
Par unicité,

Po(Af + pg) = APn(f) + puPn(g)
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Addition et multiplication par une constante

Exemple.
x2 x"
Onawe*=1+x+—+...+—+ (X”).
22! nl x—0
X —1)"x"
Donc e*X=1—X+—+...+L+ o (x").
21 n! x—0

En sommant et en soustrayant, et en divisant par 2, on obtient les DL de
ch et sh en 0.
Pour tout pe N,

eX 4+ e x x2 x2P
hx="———=1+"+... 2p+l
ch x 5 ot +(2p!+xgo(x )

X _ a—X 3 p+1

e e X X
hx=———= o4+ 4 o (x?PF2
snx 2 Xt oy TG )

On vient d’écrire un DL a I'ordre 2p + 1 de ch et un DL a l'ordre 2p + 2 de

sh.
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Addition et multiplication par une constante

Attention.

Si les développements limités de f et g ne sont pas au méme ordre, on ne
peut écrire un DL de f + g qu'a 'ordre le plus petit qui apparait.
Supposons

f(x) =1+x+3%+43+ o (X

X—>

g(x) =1+4+2x—x*+ OO(X2)
X—>
On en déduit que
f(x)+g(x) =1+ x+3x%+4x3 + oo(x3) +1+2x—x2+ o (x?)
X—>

x—0
=2+3x+2x% + oo(x2) +4x3+ o (x)
X—> X—>
=0x0(x?)

=2+43x+2x2+ o (x?)
x—0
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités
Produit

Théoréme

Soit | un intervalle tel que 0 € I. Soit f,g : | — R deux fonctions, n € N.
Supposons que f et g admettent un DL, en 0.

Alors le produit fg admet un DL, en O et P,(fg) s'obtient en tronquant a
I'ordre n le polynéme P,(f) - P,(g).

Démonstration.

On écrit
f(x) = Pp(f)(x) + x"e1(x), avec e1(x) —>00,
g(x) = Pn(g)(x) + x"ea(x), avec ea(x) —>00.
On a donc
Développements limités
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités
Produit

F()8(x) = Pa(F)(X)Pag) (x)
47 PaF)(022(3) + Pal@) ()21 (6) + X"z (x)ea(x)

~—

83(X)

= Pn(f)(x)Pn(g)(x) + x"e3(x), avec e3(x) — 0.

x—0

De plus, P,(f)Pn(g) est un polyndme de degré au plus 2n, on I'écrit

2n
Pn(f)Pn(g) = Z Cka
k=0
En reportant dans I'égalité précédente, on obtient
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités
Produit

n 2n
x) = 2 ax’ + x”[ Z x4 53(x)]
k=0 k=n+1
ea(x)
Pour tout k = n+ 1, k —n> 1 donc x*~" —>00 et donc e4(x) —>00.
X—> X—>

Ainsi,

n
X) Z ax’+ o (x")
k=0

x—0

Cette derniére ligne est un DL, de fg en 0.
Par unicité, P,(fg) = Z aXk.
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités
Produit

Exemple. Déterminons le DL, en 0 de f : x — /1 — x.
I existe puisque f est de classe C* sur | — o0, 1[. On a

2

X
eX=1+x+?+X30(x2)
2
\/1—x=1—%—%+XHO(X2)

donc

Py
X
Il
e
[
_l’_
X
+
|,
_l’_
x
lo
—
>
N
S—
~
A
[
|
N | X
|
oo | %
_l’_
o
—
.
N
S—
~
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Produit
2 2 2 R
fo)=1tx=5+5 -5~ 5 +,9 )
(les termes de degré > 2 du produit "rentrent" dans le o)
2
—14 2% 2
=l+5-3 +H0(x)
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités
Produit

Attention ! Pour obtenir le DL a I'ordre n d’un produit fg, il faut en
général partir des DL a 'ordre n des deux fonctions f et g.

Dans certains cas, en le justifiant, on peut partir des développements
limités des deux termes d'un produit & un ordre inférieur a celui cherché
pour le produit. Voici un exemple.

Exemple. Déterminons le DLz en 0 de f : x — In(1 + x)v/1 + x.

Il existe puisque f est de classe C* sur | — 1, +oo].

Le DL de In(1 + x) en 0 commence par un terme en X, il n'y a pas de
terme constant; on a In(1+ x) ~ x.

x—0

Donc quand on fera le produit des deux DL, tous les termes du DL de
v/1 + x seront multipliés au moins par x, y compris le 0y, (X2).

I suffit donc, pour obtenir un DL3 de f en 0, de partir d'un DL, de v/1 + x.
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Produit
On a
Vitx=1+ <~ + o (x?)
X = 5 g t.% X
2 X3 3
In(1+ x) —x—7+?+xgo(x )
Ainsi,

3
X
=X =57 +,2,(<)

(on ne garde que les termes de degrés < 3 devant le o).
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités
Quotient

Pour calculer le développement limité d'un quotient quand on connaft les
développements limités du numérateur et du dénominateur, on commence
par se ramener 3 |'écriture de ce quotient sous la forme suivante :

f(X) a +aix+...+ 0O (Xn)

_ x—0
g(x)  l4+bix+...+ OO(X”)
X—>
Ensuite, on écrit le développement limité de L en
uite, r Vi mi
PP 1+ bix+...4+ o (x")

x—0

utilisant celui de au voisinage de u = 0, ce qui est possible car

u
u(x) =bix+ ...+ oo(x") —>00.
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités
Quotient

Voici des exemples pour illustrer la procédure.

Exemple. Déterminons le DL3 de tan en 0.

On a s
X
x 3
sin x 3! +x—>0(X )
tanx = = 5
Cos X 1o ()
—— X
2! x—0
=u
2
X 3
On pose u = —— + o (x), alors u—0.
2! x—0 x—0

P p L 1 ..
On écrit le développement limité de 1+ au voisinage de u = 0.
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités
Quotient

Comme u ~ —x2/2, il suffit d'utiliser un DL a 'ordre 2 en u; on écrit

X—>

1 1
5 = =1-u+u’+ o (v?)
1 X 3 1+u u—0
_§+XEO(X)
X2 3
*1+§+X30(X)

D’'ou,

I
x
Jr

|
_l’_
]
.
N

L1 2023/24 Développements limités 13/03/2024 24 /42



DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités
Quotient

Voici un autre exemple, ot I'on illustre la "perte d'ordre".

In(1+ x)
sin x ©

Les développements limités de In(1 + x) et sin x commencent par un terme

en x, donc on commence par mettre x en facteur pour se ramener a la

forme voulue.

Dans cette procédure, il faut faire attention : on perd un ordre dans les DL,

on doit partir des DL 3 I'ordre 4 de In(1 + x) et sin x.

Exemple. Déterminons le DL3 de f : x — n 0.
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Quotient
x2 X3 X 4 < x X3 3
X— =4+ -4 o(xY x|\l-5+5 -7 o (x)
2 3 4 x50 2 3  4x0
f(x) = 3 - = 2
X 4 X 3
X 3|+X30(x) x(l 3|+X20(x)>
2 3
X X X
1 X X X 3
It T %)
- 2
X 3
EETIACE
2 3 1
(1= 24X X 6 () .
2 3 4 x—0 1 3
_€+XS>O(X)
[ —
=uyu —>0
x—0
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités
Quotient

1
Puis on utilise le DL de 1

f(x) = (1 - g + );,2 Nt xgo(xg’)) <1 * X62 +X20(X3)>
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Composition

Théoréme

Soit | et J deux intervalles tels que 0 1, 0€e J. Soit f: | - J, g:J—> R
deux fonctions, ne€ N.

— Supposons que f(0) = 0.
— Supposons que f et g admettent un DL, en Q.

Alors la composée g o f admet un DL,, en 0 et P,(g o f) s'obtient en
tronquant a l'ordre n le polynéme P,(g) o Py(f).

Nous ne donnons pas la preuve de ce résultat.

En pratique, on commence par écrire le DL de la fonction qui est "a

I'intérieur", puis on vérifie ensuite qu'on peut bien utiliser le DL de la
fonction qui est "a 'extérieur".
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Composition

Exemple. Déterminons le DL4 en 0 de x — eS"*,

On écrit d'abord le DL de sin x au voisinage de 0 :

sin x X3 4
e = exp x—§+ o (x") ).

x—0
3
On pose u=x— =+ o (x*), onau — 0donc
3! x—0 X—
2 3 4
i u u
eSNX — o — 1 44+ — + +— 4 u4
2 24 u—>0( )
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DRV ETER TN  Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Composition

. x3 1 x* 1 1
sinx __ . - 2 - 3 4 4
e =1+ x 6+2(X 3>+6(x)+24(x)+xgo(x)
x? X 4
=Xt o 00

Exemple. Déterminons le DL4 en 0 de x — e°**_ || faut prendre garde
ici : cos0 = 1, donc on ne peut pas utiliser directement le DL de exp en 0.
On écrit

1 X
etosX — o 2 24 x—0
Attention ! Le terme dans I'exponentielle ne tend pas vers 0 quand x — 0.
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Opérations sur les développements limités

Composition

2 4
X X

1- 42+ o (x*

e®osX — @ 2 + 24 +X—>O(X )
2 4

X X 4

~ 4+ -+ o (x 4
=e-e 2 24- XHO( )’u:_7+x—+ O(X4)—>O

I
o
—
—_
|
N YR
_l’_
2l%
_|_
N~
—
INESS
~
_l’_
x
|
O/\
><J>
~

Il
[0))
|
|
x
4
|
x
4
(o]
>
=
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Opérations sur les développements limités
Développements limités en un autre point que 0

Pour calculer le développement limité d'une fonction au voisinage de a # 0,

on peut utiliser un changement de variable. Voici un exemple pour illustrer
la méthode.

Exemple. Déterminons le DL a l'ordre 2 au voisinage de 2 de
f:x— xlInx.

Soit x > 0, on pose h = x — 2. Alors, h— 0, et on a

fu)=f@+h%=@+hNM2+M=%2+m<M2+m<1+g))
— 2+ h) (In2 + g = /;32 +hgo(h2))

h2
=2In2+ (1 +In2)h + — W
n2+(1+In2)h+ -+ o (h%)
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Développements limités en un autre point que 0

On termine en remplacant h par x — 2. Ainsi, le DL a l'ordre 2 au voisinage
de 2 de f est:

f(x) =2IN2+ (1+In2)(x —2) + %(x—2)2+ o ((x—-2)3).

x—2

Attention ! Quand on fait le changement de variable, on s'intéresse toujours

a f(x) =f(2+ h) et non a f(h); la variable h nous sert pour faire les
calculs intermédiaires.
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Applications

Paragraphe traité au tableau.

O Calculs de limites
@ Positions relatives d'une courbe et de sa tangente en un point

© Extrema de fonctions
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Développements limités Développements asymptotiques

Développements asymptotiques

Toutes les fonctions n'admettent pas de développement limité en tout
point.

On cherche donc a étendre la gamme des fonctions auxquelles comparer
une fonction donnée.

L'idée est toujours de se ramener a des fonctions dont le comportement est
bien connu.

Les familles de fonctions les plus utilisées sont

(x> (x = &) ez, (x = (x = 3))ack, (x = x| I1x17) 0 51cr2

(X > Xaeﬂx)(a,ﬁ)eRz'

Dans les exercices de ce cours, le cas que I'on rencontrera le plus souvent
est celui de la famille

(x = (x = a)")nez.
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Développements limités Développements asymptotiques

Développements asymptotiques

2x
Exemple. On considére f : x — xex*-1.

f est bien définie sur | — o0, —1[ U] —1,1[ U |1, 400[ donc f est définie
au voisinage de +00.
On cherche un développement asymptotique de f en +o0.

Traitons d'abord I'exposant. On commence par mettre en facteur les
termes de plus haut degré au numérateur et au dénominateur

2x 2x 1

x2—1_F(1—i)

x2
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Développements limités Développements asymptotiques

Développements asymptotiques

Et donc

2x
x2 -1

(“ 2.())
rmt2. ()

On utilise ensuite le DL d’exponentielle en 0.

2 2 1
Eneffet, u=—+—=+ o — ] — Oet
x x3 x-o4w \ x3 /) x—>+w

XIN X IN

2 3
u u
Y=1+u+—+—+ o (v

>t t.,%W)
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donc
Y +3 L2y 2 2+1 242 3+ 0
N x x3 x  x3 6 \x x3 x—+0 \ x3
N +14+18+ (1
N x X3 2x2  6x3 x—+o \ x3
2

,.2.2 10 (1
B xR T % 53

On obtient ainsi

2 1 1
f(x)=x+2+— +30+ o <)

x2  x—+00 \ x2

L1 2023/24 Développements limités 13/03/2024 38 /42



Développements limités Développements asymptotiques

Développements asymptotiques

Application a I'étude des branches infinies de fonctions

On note Cr la courbe représentative de la fonction f.

Branche infinie.
On dit que Cr admet une branche infinie lorsque |'une des deux
coordonnées (abscisse ou ordonnée) tend vers +oo.

Courbes asymptotes.

On cherche souvent a déterminer plus précisément I'allure de ces branches
infinies.

Peut-on en particulier dire si Cr "ressemble" & une autre courbe plus
simple?

Pour cela, définissons la notion de courbes asymptotes.

Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de +o0. On dit que Cr et
Cg sont asymptotes (ou que Cr admet C, pour asymptote) au voisinage
de to0 si ”T f(x) —g(x) =0.

X—>1 0
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Application a I'étude des branches infinies de fonctions

Asymptote verticale.
Lorsqu’'une fonction f admet une limite infinie en un point a fini,

c'est-a-dire lim f(x) = £o0, alors on dit que Cr admet la droite d'équation
X—a

x = a pour asymptote (cela ne rentre pas dans le cadre de la définition
précédente car la droite d'équation x = a n'est pas la courbe représentative
d'une fonction, mais I'idée est la méme).

Positions relatives.
Lorsque I'on sait que deux courbes sont asymptotes au voisinage de a (fini
ou t00), on se demande souvent quelle est leur position relative au
voisinage de a.
Pour cela, il suffit d'étudier le signe de f — g au voisinage de a.
En effet, si f(x) — g(x) = 0 au voisinage de a, alors Cr est au-dessus de C,
au voisinage de a, et si f(x) — g(x) < 0 au voisinage de a, alors Cr est en
dessous de Cg au voisinage de a.
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Application a I'étude des branches infinies de fonctions

Utilisation d’un développement asymptotique.

Lorsqu’on connaft un développement asymptotique de f suffisamment

précis, on peut souvent en déduire I'allure de la courbe représentative de f
au voisinage du point considéré. En particulier, s'il existe une asymptote, et
si oui quelle est la position relative de la courbe de f et de son asymptote.

Exemple.
2x
Reprenons |'exemple précédent : f : x — ex®>-1. On a vu que

2 10 1
f(X):X+2+X+3X2+X—>O+OO<X2>'
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Application a I'étude des branches infinies de fonctions

D’abord, on en déduit que

et donc )
f(x)—(x+2) ~ =

+00 X

2 . . .
— Comme — — 0, on aaussi f(x) — (x +2) — 0; ainsi la droite
X X—~400 X—>+00

(D) d'équation y = x + 2 est asymptote a la courbe de f, C¢, au
voisinage de +00.
2
— De plus f(x) — (x + 2) est du signe de — au voisinage de +00, donc
X

positif, et Cr est au-dessus de la droite (D) au voisinage de +o0.
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