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Analyse 3

Feuille n° 3 : Intégrales impropres

Exercice 1 Etudier la nature des intégrales impropres suivantes et calculer la valeur

des intégrales convergentes :
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Exercice 2 Déterminer si les intégrales impropres suivantes sont absolument conver-
gentes :
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E ice3 O idere la foncti : R — R défini =\
xercice n consideére la fonction f éfinie par f(x) 27182120

1. Pourquoi la fonction f est-elle définie et continue sur R ?
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2. Prouver que l'intégrale impropre / f(z) dx diverge vers +oo.
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3. Prouver que l'intégrale impropre /1 ( 5 converge.

Exercice 4 La fonction gamma.
o0
1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction I': x —— / t* et d.
0

2. Montrer que, pour tout z > 0, I'(x + 1) = 2T'(z).
3. Pour tout n € N, calculer I'(n + 1).

Exercice 5 Soit f: [0, 4+0o[— R une fonction continue.
1. On suppose que f admet une limite ¢ en +oo.
(a) Montrer que si I'intégrale f0+oo f(¢t) dt converge alors £ = 0.
(b) La condition ¢ =
o= fwde?
2. Donner un exemple de fonction continue f: [0,+oo[— R & valeurs positives et
non bornée (et donc telle que f ne tend pas vers 0 en +00) telle que l'intégrale

fOJrOO f(#) dt converge.

0 suffit-elle a garantir la convergence de l’intégrale

Exercice 6 Déterminer la nature des intégrales suivantes :
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Exercice 7 Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour la conver-
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Exercice 8 Discuter, selon les valeurs du parametre o € R, la convergence des
intégrales généralisées suivantes :
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Exercice 9
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1. Montrer que l'intégrale généralisée dt converge.
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2. En utilisant un changement de variable, montrer que / 125 22
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3. En déduire que, pour tout a > 0, /
0
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Exercice 10 L’objectif de cet exercice est d’étudier / dy et de calculer sa
0

valeur.
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2. On montre maintenant que 'intégrale est semi-convergente.
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1. Montrer que l'intégrale / dy est convergente.
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(a) Montrer que pour tout t € R, |sint| > sin®¢t.
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(b) Démontrer que I'intégrale / dt est convergente.
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(c) En déduire que / Isin(y)|
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3. On considere la fonction f: 10, 5] — R, y — % _

dy diverge.
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(a) Montrer que f se prolonge en une fonction C* sur [0, ].

On notera toujours f ce prolongement.
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(b) En déduire que f(y) sin(ny) dy converge vers 0 quand n tend vers +oo.
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4. Pour tout entier n > 0, on pose J,, = / M
o sin(y)

(a) Montrer que, pour tout n € N, I'intégrale .J,, converge.
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) dy.
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(¢) Montrer que la suite (J,)nen est constante, puis conclure.

dy.
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(b) Montrer que la suite (J,,)nen converge vers /
0

On rappelle que pour tous réels a et b, sina — sinb = 2sin (

Exercice 11 Intégrales de Wallis et intégrale de Gauss.
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1. Pour tout n € N, on pose W,, = / sin” x dzx.
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(a) Montrer que la suite (W, )nen est décroissante et strictement positive.
(b) Montrer que pour tout n € N, (n + 2)W,,10 = (n + 1)W,,.
(¢) En déduire que pour tout n € N, on a

W, Sn—i—2
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(d) Montrer que la suite ( > converge et déterminer sa limite.
neN
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(e) On pose pour tout n € N : w,, = (n+ 1)W, 1 W,,. Montrer que la suite
(un)nen est constante et déterminer w,, pour tout n € N.
(f) Déduire des questions précédentes lim nW?2 puis lim +/nW,.
n—-+4oo n——+oo

(f)

Montrer que pour tout z €] —1,4o00[, on a : In(1+z) < z.
En déduire que pour tout n € N*, on a
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vt € [0,v/n], (1—) <et §(1+> .
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Montrer que pour tout n € N*, on a
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On pourra poser t = \/n cosu.
Montrer que pour tout n € N*, on a
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On pourra poser t = y/n cotan(u,).
En déduire que pour tout n € N*, on a :
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VnWap i1 < / e dt < VnWap_s.
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Démontrer la convergence de I'intégrale de Gauss définie par I = / e dt
0

et déterminer sa valeur.

Exercice 12
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1. Justifier que pour tout réel x > 0, 'intégrale / e
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dt converge.

Que pouvez-vous dire dans le casou z <07

On définit alors la fonction ¢ sur R par, pour tout € R%,
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Montrer que la fonction ¢ est décroissante sur R .
Déterminer la limite de ¢ en +oo.

p(r) =
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Montrer que, pour tout x € R%, p(z) = a:/ du.
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En déduire que ¢ est de classe C*° sur R et déterminer ¢'.
Retrouver alors le résultat de la question 2.(a).

Montrer que, pour tout x € R%,
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En déduire un équivalent simple de ¢(x) quand x tend vers +oo.

o(x) = dt.



