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Chapitre V: Le courant alternatif sinusoidal
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fonction périodique : valeur moyenne et valeur
efficace

i. Définitions

1 f2
Valeur moyenne temporelle (f(t)) = F— / f(t)dt
2~ Jy

t
Valeur efficace (£4)2 = (F2(£))] 7 = % / £2(t)dt
0

ii. Application a i(t) = I, cos(wt + ¢)
valeur moyenne sur une période T:

T - T
(i(t)) = ’—7"1/0 cos(wt + ¢)dt = Im {M}

(i(£)) = 4 [sin (27 + ¢) — sin (¢)] = 0
(i(£)) = 0

0
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|.définitions
|.1 fonctions périodiques

a. Fonction périodique: f(t) = f(t+ kT) ol k entier et T
est la période, N = 1 la fréquence. [T] = s et [N] = Hz

b. Fonction alternative: f(t)=—f(t+ L) Vt
c. Fonction sinusoidale : périodique et alternative
f(t) = acos (wt + @)

w=2nrN= 27” est la la pulsation

a est I'amplitude maximale

¢ est le déphasage ou phase a I'origine
rqm:f(t) = acos (wt + ¢) =

©

©

©

©

©

a(cos (wt) cos ¢ — sin (wt) sin ¢) = Acos (wt) + Bsin (wt)
période de cos (wt + ¢) = cos (wt + 2km + ¢) avec

©

k=1—wT =27 don T:%T---

Application : valeur efficace de i(t)

Valeur efficace:

. 17
(e = PO =7 | (meos(ue + o) ot
0
trigo: cos(2a) = cos? a — sin® a et 1 = cos® a + sin a donc
2 _ _ 1l+cos(2a)
cos®a = 5

période: Ty période de coswt — Tiw = 27 alors
T2w =21 — le%ﬂet T,=2C 5 T,=2T;

2w
() Im [T=72/2 1 4 cos(2wt + 2¢)
eff)” =
To/2 in(2w T2/2
(feft)? = %2 {[%]oz/ - [—”%ﬁ“] }

— dt
T1 Jo 2
0
(fr)® = 32 2 +0

Im
(ki) = = — L =

I
2 V2
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Courant et tension (alternatifs sinusoidaux)

Courant alternatif sinusoidal

Définition : i(t) = I, cos (wt + @) = lefrV2 cos (wt + @)

iv. Tension alternative sinusoidale

Définition : u(t) = U cos(wt + @) = UesrvV2 cos (wt + ¢)

|.2 notation complexe
Réprésentation et Opérations

b. Représentation d'un nombre complexe
La forme algébrique est adaptée au sys-

y M(pi(ir) téme de coordonnées cartésien (x,y)

] la forme polaire est adaptée au systéme
gu de coordonnées polaires (p,0).

> Le point M dans la figure représente le
p L metd nombre Z = x + jy = pel?

c. Opérations avec les nombres complexes
Soient 2 nombres complexes 71 =x1 + jy1 = prel® et
Zy = xp + jy2 = p2el®2.
o égalité: Zy = Zo — x1 = xp, y1 = y2 ,p1 = p2 ,01 = 02(27)
o addition, soustraction :
4+ 2= (xa+x)+ji+y)
Zi — L= (a+x) —jn+y)
o Multiplication: Z; x Z, = (X1X2 —y1y2) +j(xay2 + yix2)
ou plus direct en polaire:Z; x Zo = pypoe/(frt02)
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|.2 notation complexe
a.) Définition

a. Définition et propriétés

o Définition : un nombre complexe Z est défini par 2 réels et
le complexe i ou j (tel que i? = —1,2 = —1):
Z=x+iy=x+jy
dans ce cours on choisit Z = x + jy pour ne pas confondre
avec la notation des courants.

o Le complexe conjugué de Z — 7 =x —Jy

o Le module p:
Z|=p=VZZ =NZZ=|Z"|= 2+

o L'argument 6 en rad de Z tel que tanf = £

o Forme polaire: Z = pe/? — 7 = pe—49
relation entre formes polaire et algébrique :
Z = pel? = p(cosl +jsin0) = x + jy
X = pcosf y =psinf
Z" = pe 9 = p(cosh — jsinb) = x — jy
— x=pcosf y=psinf

|.2 notation complexe

Opérations (suite) et forme complexe d'une fonction sinusoidale

o Division:
41 xatyn _ oxahivi o xe—jya X1X2+}/1}/2 4 jaxe=x1ye
Z,  xetiy2 T ety T oxe—ly2 x3+y3 x3+y3
. 01 —
ou en polaire: 4 ;e p1j(01-02)

Zo  p2el®2 T p2
o Exponentiation, formule de Moivre:

Z" = (pef?)" = p"el" = p" (cos (nf) + sin (nh))
Z" = X, + Y, — X = p"cos(nb),Y, = p"sin (nh)

d. Représentation complexe d'une fonction sinusoidale

Soit le courant i(t) = /,, cos (wt + ¢) on associe a cette
fonction réelle la fonction complexe :

i(t) = lef(@t+?) = Jeifeiwt = Teiwt

remarque : Re(i(t)) =/ cos(wt +¢) = 1 = Ip et |I| = Im
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|.2. notation complexe

Dérivation et Intégration

e. Dérivation et Intégration d'une fonction complexe
lef®

- _~ .
Soit le courant représenté par i(t) = | e/t

o Deérivée: % = jwlel*t = jwi(t)
o lintégrale: [i(t)dt = jleefwt — i

Jjw

f. Représentation dans le plan complexe

[N

avec j = €'
et Jl = —j=e'2 o
on peut représenter |'in-
tégration et la dérivation

par des rotations de 90°

et -90°.

jo

II. Notion d'impédance complexe
I1.1) Definition

Impédance complexe : Définition

Soit un générateur délivrant une tension sinusoidale
e(t) = E cos (wt) on lui associe g(t) = Ee/“t .

Le courant passant par un dipdle peut &tre déphasé
i(t) = I cos (wt + ¢) — i(t) = e/ ot [ = le/?
On définit I'impédance complexe Z par la relation
courant-tension associée a chaque dipdle:

u(t) = Zi(t)

ot u(t) = wel*t, i(t) = ie/*t et Z indépendant du temps pour
un dipéle passif. Alors on aura:

i=Zi

relation qui permet une représentation dans le plan complexe
pour une résolution graphique des problémes de réseau!
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II. Notion d'impédance complexe
Introduction

Dans un réseau on positionne des dipdles passifs ( résistances,
moteurs, condensateurs, bobine,...) alimentés par des
générateurs. En utilisant des générateurs de tensions
sinusoidales (couramment produits (EDF)), on cherchera &
déterminer pour chaque branche du réseau:

T o les courants sinusoidaux (amplitude, déphasage) dans les
complexe dipodles
B o les tensions mesurées aux bornes (amplitude, déphasage).
Association . . . ,
dimptdances Comme vu au chapitre 1V, il va donc falloir résoudre des
Lois équations différentielles. En utilisant les formes complexes u(t)
énéral. = L, . . ' L, . . . .
P et i(t), la dérivation et l'intégration deviennent des opérations
électrocinétiques « L, . L. , .
Lot d'obn "linéaires" de xj ou %. Pour caractériser les réseaux, il faut
généralisée . - 1. e Ari
wiseennos alors utiliser la notion d'impédance complexe pour caractériser
Théorémes PN .
willmann, les dipdles passifs.
Kenelly
Puissance
. ' p
II. Notion d'impédance complexe
I1.1) Definition
convention — . p
MA. > Dipole Tension réelle
Lebeault (€lement) 7
ity résistance R v=Ri
Définitions = ! { bobine L vV = L%
Les fonctions ! ! -
;E‘E‘::: E"‘ b i condensateur C vV = % = % f idt
Notion V(t) - Z;(t)
d'impédance
complexe
Définition
Diagramme de Impédances complexes Résumé _
Association Tension complexe Dipdle | Impédance complexe Z
s R vV=Ri R Zr=R
Lois = p A
générales L V — L% :JLOJI L ZL :JLUJ
D, — = T = C Z_ _ 1
A e e 1 _ = -
oy C| vg[idt =i €~ jCw
énéralisée LN z z - 7
e De maniére générale une impédance est de la forme
Willmamne Z = R+ jX ol R est la résistance, X la réactance.
i
Puissance
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II. Impédance complexe

11.2) Diagramme de Fresnel et 11.3) Association d'impédances complexes

2. Diagramme de Fresnel d'une série de dipéles

Uz U, U;
Basé sur la représentation = a L o
dans le plan complexe, ce dia- —m-— | —
gramme donne les tensions =~ _ Voot
complexes de chaque dipsle J®!
dans un circuit en série.
L'impédance complexe du
circuit est obtenue a partir de
la lecture graphique de 1=
U ZI UC 1—

ULU_C

jo
3. Association (série et paralléle)
n n 1
drie 7 — 7. Ale- L — —
en série: Z = ZZ, en paralléle: 3= Z
i=1 i=1

lIl. Lois générales

4. Théorémes Millmann, Thévenin, Kenelly...

Théoréeme de Millmann

=—=k Théoréme de Kennelly

Théoréme de Thévenin
3 A A
= Zn

th
+—B B

Reseau

e, =d.d.p entre A et B en circuit ouvert
Zyp a l'impédance du dipdle entre A et
B a « sources éteintes ».

Zy+ 2y + 73
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IIl. Lois générales

1. équations électrocinétiques 2. loi d'Ohm généralisée 3. Lois de Kirchhoff

@ Equations électrocinétiques Toutes les lois établies en
régime continu dans les réseaux sont généralisées aux
réseaux en régime alternatifs en remplacant les courants
(k branches) et les tensions des m (tous les) dipdles
par:

o soit les grandeurs instantanées i (t) et vp,(t)
o soit les grandeurs complexes ix(t) et V,(t)

@ Loi d'Ohm généralisée
| dipéle passif: U= Zi | dipéle actif: U =¢

® Loi de Kirschhoff
loi des noeuds: ZE =

n

o loi des mailles: Zw =0
K

h—iptip= 0 ﬁ/m +UB(. +ﬁw +UUA: 0

V. Puissance

1. Puissance instantanée 2. Puissance active

1.Puissance instantanée . )
définition : 2.Puissance active P,
P, aux bornes d'un dipéle est la

la puissance instantanée aux ) :
bornes d'un dipéle est donnee MoOyenne de la puissance instanta-
née sur une période T.

par: T
p(t)dt

p(t) = u(t)i(t) P, = (p(t)) = %/

0
p = Unlycos(wt)cos(wt+ ¢)

cos(a+ b) = cosacos b — sinasinb

i(t) A Umim [cos ¢ cos? (wt) — sin ¢ cos (wt) sin (wt)]
i E /Tcos wt)dt =
! vo ! / cos (wt) sin (wt) = 7[sm (wio =0
1 -1z . 2w
I'énergie élémentaire : d'ou
dW = p(t)dt = u(t) i(t) dt P, — Um/mcosg — Ut lofr cOS &
= Uplm cos (wt) cos (wt + ¢)dt
Ul cos
Dans| P, = " ——F ¢ = Ukfrlefr cos ¢
2 ——
facteur de puissance




Exemple : circuit R,L,C en série en régime alternatif Exemple : circuit R,L,C en série en régime alternatif

équations de base Résonnance
E v lw 1 1
. . . . L L . Qo = — _— == = = —,
VA Soit un circuit R,L,C alimenté par un générateur de tension A ! R1+( % — ko ) est max si T — gg; =0 = wo = 7z wo
Lebeault sinusoidale e(t) = E cos (wt + ¢) Lebeault est appelée pulsation propre.
Schéma _ avec la loi d'Ohm généralisée o Alors ke — clwo = Q définit le facteur de qualité.

Définitions 7 U_Rj_ UL + U_C — E(t) Définitions R

Les fonctions —_ —_ A7 _ Les fonctions Z A H _ E
T ] Zri(t) + ZLi(t) + Zci(t) = &(t) b o On peut réécrire | = —R\/m
«wo

La notation La notation

(=]

€]

b On utilise les expressions des impédances de b ) "
Notion e R L C Notion o et |e dephasage tan d) = Q (UJ_O -
bt

d'impédance d'impédance

N
el§

Con.'|p|exe (lm'x‘, Ri( t) + jLOJI( t) + KCQ = E( t) Con.'|p|exe Impédance du circuit RLC série
Définition TL _Jtw - Définition ~ 500000 — [2] impédance)
‘ _ . - - . z - Résonance
et e(t) = (R+jX)i(t) = Zi(t) Lt Ro100 ohms S
_ = =
Association i 1 N — _ Association L=0,1 Henry o
bt Equation de la maille ot X = Lw — &= CEa b Benry
o o _ =] : . 1 [ E=1V Fréquence (Hz)
UR + UL+ UC e(t) - 0 dOnC E = Eeld) = / (R + J (LUJ — G)) Déphasage dans le circuit RLC série
Lois 1 Lois — phase
o on pose Lw—Z& o . . —
generales _ P : iwt tan @ = —F% générales Fréquence de résonance fo : £o Jsomncy
Elquations e( t) = Ee/¢ v £ Elquations fo = £2 = 503.29 Hz °a _J
2 o in&ti —_ . é t) inéti
St — B Ee/‘*’t | — | \ _ E St y = - - - -
Loi d'Ohm e(t)= |R+jX| R24(L 1 \2 Loi d'Ohm Facteur de qualité Q = 3.16 ko )
gt = T jwt +( W To ) gt Amplitude du courant dans le circuit RLC série
e dls ety et I(t‘) = le E e dls ety 0010
= . | = ——— &£ . — M courny
Théorémes - — Théorémes 2 -=-= Résonance
Millmann, I(t) = |e/wt R 1+(&,i)2 Millmann, < oo
Thevenin, R RCw Thevenin,
Kenelly Kenelly 0.000
10? 10° 104 10° 106
Puissance Puissance réauence ()

Exemple : circuit R,L,C en série en régime alternatif
Méthode de Fresnel
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