SEMESTRE 4

2006-2007

MODULE F412 :

METHODES ENERGETIQUES

PROBLEMES et CORRIGES

Bienvenue a vous
au laboratoire de :
Dimensionnement Des Structures
du Département :
et

Ce livre électronique est destiné a compléter le cours enseigné durant la deuxieme
année du module F412, et relatif au Quatiéme Semestre.

Il reprend le plan suivi en amphithéatre avec d'avantages de détails, d'illustrations
ainsi que des corrigés des Problémes du fascicule Travaux Dirigés qui, nous I'espérons,
vous permettront de mieux comprendre cette matiere qui n'est pas si terrible qu'elle
peut laisser parditre.

A présent, choisissez sur votre gauche dans I'onglet signet un chapitre du programme
que vous désirez voir ou revoir .

BON TRAVAIL-BON COURAGE

G.LHERMET-6.VESSIERE
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F412

METHODE DE CLAPEYRON
METHODE DE MAXWELL-MOHR ET DE CASTIGLIANO
METHODE DES ELEMENTS FINIS
PROBLEMES DE SYNTHESE
ANNEXE A1. INTEGRALES DE MOHR

ANNEXE A2. MOMENTS FLECHISSANTS DANS QUELQUES CAS SIMPLES
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1. METHODE DE CLAPEYRON

PROBLEME N°1

/AC Les barres AB et BC (de méme section droite A et de méme
matériau) sont articulées en A, B et C. Une force verticale P
est appliquée en B.
1°) Déterminez |'expression littérale de |'énergie de
déformation élastique emmagasinée par les deux barres en
fonctionde P, L, E et A.
2°) En déduire I'expression littérale du déplacement
vertical du point B.
3°) Peut-on avec cette méthode, calculer la déplacement
horizontal de B ?

P Application numérique : P=10kN, L=2m, E=200GPa et
A=lcm® Calculez la valeur (en J) de I'énergie de
déformation élastique et la valeur du déplacement vertical

45°

L .

du point B en mm).

REPONSES N°1

1) A
Nous devons pour appliquer la méthode de Clapeyron :
W, =W, calculer I'énergie de déformation emmagasinée ]

dans les deux barres, et l'identifier avec le travail
de la force extérieure

1

W, =%PD W, = 2P 5

ext

2 2 2 2 2 2
Wdéf = Z J.OL( NX + TY + TZ + MX + MY ar MZ )dX

vares'? 2EA - 2GA  2GA 2Gl;, 2El, 2El,
Compte tenu que les deux barres sont articulées en A, B, et C
elles ne sont soumises qu'a des efforts normaux.

L, N2 o (N22f . e (NEC) | |
Wier = bésj‘o (ﬁ)dXZIA((z%)dX-FJ‘B (%)dx . L !
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Pour trouver les efforts normaux s'exercant dans les barres AB et CD, mettons en équilibre le

nceud B :
=t {Fz = Py2 i
f—
=0 1 =P

Apres application du principe d'action mutuelle

_E_B

SR

-P+F,

N8 =_p NEC = P42 P2\

dou : ‘

L (=P vz P2 f
W, = (—L)dx+ dx

“ Io Coen’ Io T L2
2 2
2

W, L dx+P— ™ dx

2EAY EA”

J
2 2

Wy =2 [ 2 [ : P N

2EA EA P_T -

L
|
W, - L+ L2 W, —ﬂ(1+2ﬁ)
“T2EAEA “ 2EA
2)
Appliquons la méthode de Clapeyron : W, =W
1 P’L
= W, =——>W+2+/2
Wext 2 I:)é‘vB déf 2EA ( + \/_)

En identifiant : S == (14 242)

~EA
3)
Non, car l'identification implique qu'une seule charge.
Application numérique : P=30kN, L=2m, E=2006Pa et A=1cm®.

2
Wegr = ;;:(l+ 2«/5)— (10'103) 210 (l+ 2«/§)=19142Nmm Wr=19 142 T

~ 2x200.10° x100
PL 10.10% x 2.10°
5. =——[+242)===2%" [112./2)=3828 8=3,
e EA(+ \/_) 200.103><1oo(+ \/_) mm 66=3,83 mm
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PROBLEME N°2

1°) Déterminez /'expression de |'énergie de déformation élastigue en fonction

o) Mg
/—E p ®PLAEetn

)=

e 2°) En déduire |'expression du raccourcissement de la barre. Déterminer

A

L/2 L/2

c 'expression du raccourcissement de la barre pour n=1 et n=2.

A

REPONSES N°

2

1)

=[Gk

P>
_ 2
Woer = 2En2Ajo

2

L

La poutre ABC est soumise & de la compression pure : N¥=-P NX=-P

B AB) c (N BC)
IA(ZE ZA)dHI( 2EA Jox

AB) X_,_J"LL((NEC)Z

2EA I (2E 2A I(

En 2A
s P2 L _[] P2L P L
2EA 2EA 4En? A AEA
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2
Wt :E 1+i2
4EA n

2)
Appliquons la méthode de Clapeyron : W, =W

Le déplacement associé a la charge P en C (Bnc), est le raccourcissement de la barre AL :

1

1
Wext :EP D Wext :Epé‘hc
1 P%L 1 PL 1
ZPS.=——|1+— S=—|1+=
2 ¢ 4EA( nzj nC 2EA( nzj

Ce déplacement étant positif, il s'effectue dans le méme sens que la charge . C'est donc bien
un raccourcissement de la barre.

AL :i(uizj
2EA n

Sin=1 AL:& Sin=2 AL:&
EA 8EA

PROBLEME N°3

1°) Déterminez l'expression de I'énergie de
déformation élastique en fonction de C, L, 6 et d. En
déduire l'expression de la rotation de la section
droite C.

2°) L'énergie de déformation élastique admissible est
de 127, L=1m, d=40mm, 6=80 GPa. Calculez la valeur
du couple maximum admissible C (en Nm).et la valeur
de la rotation de la section C (en °).
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REPONSES N°3

1°)
Nous devons pour appliquer la méthode de Clapeyron : W, =W calculer I'énergie de
déformation emmagasinée dans la poutre ABC, et l'identifier avec le travail exterieur du au

couple C.
Le déplacement associé au couple C en C (8x5), est la rotation suivant 'axe du couple de la

section C:
Wt :1 PD Wi ZECHE
2 2
Wy, =Y (Nf’( +TY2 +T22 N M2 +|\/|2 M2
o 0 2EA 2GA 2GA 2Gl, 2El, 2El,

barres

£)dx

La poutre ABC est soumise & de la torsion pure : MP=-C M*=-C
LRV (7 M)
Vo :IC(ZGICA jc(2c3|°B I( 2G1%* )X
L (—C)2 3L —C)Z c? &t ce 2L
— 12 2 — 2 2
a= (2G|CB)dX+I; (ZGIBA)dX_ZGICBL dX+ZGIBAI; X
c’L c:L CciLf 1 1 .
Wd‘”:4(3|§B 2GI% 26 2|§B+|GBA DEEE '§B=%eﬂf‘\=d‘§i
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12C°L
Wogr = 4
Gd
1 12C°L
W, = ECHXC et Wogr = G identifions les 2 expressions :
oo _ 24CL
* Gmd*

2°)_Application numérique : Wy=12J, L=1m, d=40mm, G=80 GPa

1
2 Gd Wy 2 : : i
w,, =2t o |2 N \/80'10 x40 A2107_ 051 21Nmm
Grd 121 12x1000
c=802,1 Nm
of — 24CL  24x802121x1000 — 0,0299rd 0.c= 1°71

* Gad*  80.10% x 7 x 40

PROBLEME N°4

En ne tenant compte que de /énergie de déformation
élastigue due au moment de torsion et sachant que Cp =
63 Nm, &6 = 80 GPa, calculez :

1°) L "énergie de déformation élastigue (en J).

2°) La rotation de A (en d°).
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REPONSES N°4

dd=26mm

600mm

Ny,

@do= 18mm

R
O N\

§%\‘

1°)

Les arbres AB et CD sont soumis a de la torsion pure : M/*® =C,

M AB D((M CD)z

X

“L(ZG.AB - Cogie )

<
= Q
O
I
O
I
g
T

)
o0 C, 900 B C, 600 Cz (900
o = T ], (@)dx—ﬁfsfo +WL

300C 450C: 300C; 450x56°xC2 C3(300 450x562
4 GI%® PGP 0GP GI® 20A

C:(300 450x56° | (63.10°f (300x32 450x56%x32
déf — AB + 2 1 CD = 3 2 + 2 2 =5345Nmm
G| 1™ 20°1° | 7x8010°| 18 20° x 26

Waer=5,35 J
Le déplacement associé au couple C en A (84", est la rotation suivant 'axe du couple de la
section A:

1
W,,==PD dans notre cas : W, = EC06?XA
2 2
Méthode de Clapeyron : W, =W d'oti : %COQXA =5345Nmm = 6" = % =0,170rd

0./ = 9°72
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PROBLEME N°5

) L | Déterminez I'expression littérale du

ZA X lP déplacement vertical de A en prenant en

h@"*\’ ____________ 18 X A compte le moment de flexion et |'effort
G tranchant.

b Montrez que si v = 0.3 et L/h = 10

tranchant est

I'erreur commise en négligeant |'effort
inférieure a 1%.

REPONSES N°5

Détermination du travail extérieur :

Le déplacement associé & la charge P en A (3,%), est le déplacement vertical de la section A :

Wext = 1 P D Wext = l Pé’VA
2 2

Détermination de /'énergie de déformation :

Wee = L(Ni +TY2 +TZZ + M + My + I\/Izz)dx
L T2EA T 2GA T 2GA 2GI,  2EL,  2El,
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0 0
Nous devons chercher le Torseur de Section en G de la barre AB : Jsectiong= % 0 P(L— x)}

P 0
G
La barre est donc soumise a un effort tranchant constantde Ba A : T, =-P,
et d un moment de flexion linéaire : M, =P(L-X)
dou:
z
2GA 2E| 2GA “ “
Calculons I'énergle de déformation due a l'effort Trancham‘ ;
L P? P> L pP? P’L
I dx = j dx=——[x}; =
“e‘ 2GA 0 2GA 2GAY0 2GA 2GA
Puis I'énergie de déformation due au moment fléchissant:
L
L—X P? P |(L-x)°| P
_J' (— J' ( ( ))d X = J' (L—X)de= ( ) _
2E| 2El, 2El, ~° 2El, 3 6El,
0
Dot :

P | P23
“ “ ZGA 6El,

Application numérique : siv=03etL/h=10

déf — 2GA 6El, 2 GA 3E or G=2(1+U)
P*L® 1 hY 213
Wer = 1+( ) (—j W, = P°L 14 (1+0,3) (017
6EI 2 \L 6EI 2
213 ) 3 -
Wy = (1+65.10°%)=— = (1+0,65.10)= - (1+ 0’65j
6EIl, 6EIl, 6EI, 100

wi _PL o PP 065
“ —BEL, *' % " BEL, 100
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L'énergie de déformation due a I'effort tranchant, ne représente que moins de 1 % de

I'énergie de déformation totale.

Nous en concluons que |'énergie de déformation due a l'effort tranchant est en
régle générale négligeable par rapport a |'énergie de déformation due au moment

de flexion.

Exvpression littérale du déplacement vertical de A

Appliquons la méthode de Clapeyron : W, =W

En identifiant : ol

v

PZ L3
W, = % PS5 et Wy = (1

0,65)
+
6EI,

100

PL® ( 0,65)
= 1+
3El, 100

La fléche due a l'effort tranchant ne représente que 0,657% du déplacement

vertical de la section A.

PROBLEME N°6

IUTB-LYON1-GMP-DDS

L
Déterminez en ne tenant compte que du moment
—a c Z fléchissant |'expression littérale de la rotation de la
,/'\‘ 1 B section droite C en fonctionde C, L, a, b, E et Iy.
Cc G
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REPONSES N°6

L

Détermination du Torseur Externe: Voir module F112
a b

c/L C/L

A

L

Détermination du Torseur de Section: Voir frl1‘oa’u/e F112 (Annexes)

C/L H

Détermination du travail extérieur :

Le déplacement associé au couple C en C (8y%), est la rotation suivant I'axe du couple de la
section C:
W

ex

t=£PD Wext=1C9YC
2 2
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Détermination de /'énergie de déformation :

N2 TZ T2 M2 MZ
ZJ‘ ( ! + +
barres ZEA 2GA 2GA 2Gl; 2ElI, 2E|

Wdéf =

)

A ZGA 2El,

Nous devons négliger I'énergie de déformation due a I'effort tranchant par rapport celle

2
BMY

emmagasinée par la flexion : déf — dx

A 2EI,
IB My x—ﬁ@dwrr(_f(l__ X)T

dx
¢ 2El, 2El, ¢ 2El

-[ 2EI

2 372 37" 2,3 3
Wy, = ZU XZdx+ [ (L-X) dx) S | L-x)T|_cta +?)
2EI L 2ELL2|[ 3 |, 3 || 6ELL

Appliquons la méthode de Clapeyron : W, =W

2(A3 3
1 _C@+p) o C(a® +b?
Wext = ECQ& et Wdéf - 6E|Y L2 En identifiant : ef IéEIY—LZ)

PROBLEME N°7

L Déterminez en ne tenant compte que du moment fléchissant
'expression littérale de la fléche verticale de la section droite C en
P fonctionde P, L, a, b, E et I,.
—a b
V4
C T__ X B
G

IUTB-LYON1-GMP-DDS Page 14




TD-2A-S4-F412

REPONSES N°7

a/L

Pb/L mm

Détermination du travail extérieur :

Le déplacement associé & la charge P en C (3,%), est le déplacement vertical de la section A :

W t=1PD wext=1P5V°
2 2

ex
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TD-2A-S4-F412

Détermination de |énergie de déformation .

2 T2 M2 M2 T2
Wit = Zj LF + ) j ( )
barres 2 EA ZGA 2GA 2Gl; 2 El, 2 El, A 2GA 2El,

Nous devons négliger I'énergie de déformation due a I'effort tranchant par rapport celle
B Mf

emmagasinée par la flexion : Weer = X

A2El,

frres]

Pb j
W, = I CM—Yde + j:M—d de + j

= L dx
A2El, 2El, 2El, ¢ 2El
2 2 372 Rk
W, = P Z(bz_[ dex+aj (L-X) dxj i s X7 g2 (LX)
2EI L 2EI L 3 | 3 |
W Pz(bzas +a2b3)_ szzaz(a+b) B P?h2a2L W P?h2g?
“ 6EI, L2 6EIL>  6EI L2 “ " 6EI,L
Appliquons la méthode de Clapeyron : W, =W,
P2h2g2 -
1 = — Pb“a
Wext :EP5\/C et W def 6 EI y L En identifiant : f = 3E|YL
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2. METHODE DE MAXWELL-MOHR ET DE
CASTIGLIANO

PROBLEME N°8

En appliquant la méthode de MAXWELL-MOHR

calculer les déplacements de A et de B.
c Qe—s F—>P  0On donne : P = 30 kN, Q= 150 kN, E= 70 GPa.

800 ——»«—600 —p

REPONSES N°8

Considérons |'état initial Eo, et utilisons la notation charges généralisées P; et déplacements
généralisés associés D; :

4

IUTB-LYON1-GMP-DDS Page 17
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Le déplacement généralisé D, associé a la charge généralisée P est le déplacement linéique
dans la direction de P; de la section A.

Le déplacement généralisé D, associé a la charge généralisée P, est le déplacement linéique
dans la direction de P, de la section B.

P
[D] = [fIP] ou |:D1:| _ |:f11 f12i|[ 1}
DZ f21 f22 PZ
D, = f,,P, + fi.P,
Dz = f21P1 + fzzpz
La matrice carrée [f] est la matrice de flexibilité de la structure.

Chaque coefficient d'influence fij est calculé par le théoreme de Maxwell-Mohr

L (nd(n),  (W)(), ()(),  (md(my), (m)(my),  (my)(m,),
i=2bCea *Tea *Tea T e  EL T EL

)dx

Pour les déterminer nous devons décomposer |'état initial Eo, en deux états unitaires E; et E»

Etat unitaire

E:

Etat unitaire

E->

Eo = P1*E1+P2*Ez

\.

La poutre ABC, dans les 3 états Eo, E; et E2 n'est soumise qu'a des efforts normaux :

. A(nx )i (nx )j

1Tk EA
f =IA(nX )i (nx )jdX:JB(nX )i (nx )jdX—|— A(nx )i (nx )J. y
c EA c  EA; 5 EA, :
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Pour calculer les fi;, nous devons chercher les diagrammes des efforts normaux dans les deux
états unitaires :

Etat unitaire
oo 1400( )( ) E
4d de 1
00 1><1 1400 1><1 '
. _r .Loo EAB , ' =1
fll :L 00 dx+i 1400 dx
EA EA;, 500
800 600 800x4 600x4

g = + = +
" EA, EA, 7010xzx30% 7010°xzx20°

f,=434510"

Etat unitaire 00 d 1400( ) ( ) d
E> 0 EA,
i .
°  EAs
800 800x4

f = —
? EA, 7010°xzx30

f,,=1616.10"

n

o by, ol k(O
0 E A:B B0 E ABA

12 =

00(+1),(-1
fi, = : 4(1( Igzﬂ(t )2 X Matrice de flexibilité :
B
¢ 800 _ 800x4 [+]=10° 4,345 -1616 N
¥ EA,  7010°xzx30° T |-1616 1616

f,=-1616.10"

Nous en déduisons la matrice des déplacements généralisés :
[D] _ [f ][P] D, | _ f. fL|P D, 10 4,345 -1,616 || 30 107
D,| |fy, f,|P D, ~1616 1616 |150

D, = 4,345.107° x30.10° ~1,616.10"° x150.10° = —~1,12mm

D, =-1,616.10"°x30.10° +1,616.10"° x150.10° = 1,94mm
D; est négatif : le déplacement de la section A s'effectue en sens inverse de celui de
l'application de la charge P;. 04=-1,12 mm
D: est positif : le déplacement de la section B s'effectue dans le méme sens que celui de
l'application de la charge P:. 0z=-1,94 mm
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PROBLEME N°9

Ce probléme est le méme que le probléme 1 qui a été résolu partiellement par la méthode
de CLAPEYRON.

Les barres AB et BC (de méme section droite A et de
/AC méme matériau) sont articulées en A, B et C. Une
force verticale P; est appliquée en B. On veut calculer
le déplacement vertical et le déplacement horizontal
du point B par la méthode de MAXWELL-MOHR.

Suggestion : Rajoutez en B une force horizontale
fictive P2 pour calculer le déplacement horizontal.

p 45° 8 P, 1°) Déterminer I'expression littérale de la matrice de
seseech flexibilité de la structure (mettre L/EA en facteur).
P, 2°) En déduire |'expression littérale du déplacement

vertical et du déplacement horizontal du point B.

L J

Application numérique : P;=10kN, L=2m, E=2006Pa et A=lcm® Calculez la valeur du
déplacement vertical et du déplacement horizontal du point B (en mm).

REPONSES N°9

La méthode de Maxwell Mohr ou méthode de la charge /A
unité ne permet de calculer que les déplacements «
des points d'applications des charges généralisées

Sur le probléme initial qui hous est proposé, nous ne pouvons
donc déterminer que le déplacement vertical du point B.

Nous allons donc créer un probleme plus général, dont l'initial
ne sera qu'un cas particulier.

Nous désirons connditre le déplacement horizontal de la
section B. Il est donc nécessaire qu'il existe en B

une charge horizontale.

Appliquons alors en B une charge « fictive » P, :
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Etat initial

Eo

Etat
intermédiaire

Eo

Eo = Eoypi=p ; P2-0}

E..

Etat unitaire

E:

Etat intermédiaire

Eo

Etat unitaire

E.

EO —=- EO' { P1=P ; P2=0}

Eo PixE;+P,xE;
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1°) Expression littérale de la matrice de flexibilité de la structure :
Cherchons les efforts normaux s'exercant sur les de;? barres, et pour les daux états
UniTGireS. Etat unitaire

\[2

Etat 1 (n fB )1 =-1
tatl — ( C) +\/§
i
Etat 2 ne2) =1
at2 - o 32 0

(nx®)2 ) 1)
Chaque coefficient d'influence fij est calculé par le théoreme de Maxwell-Mohr

ZIL (ny )(nx) L) G)(E);  (maimy); (m)imy); | (mg);(my)

Dydx
o GA GA Gl, El, El,

barres
fll:rmﬂ L&de: (Y ijm 1 2/2)
0 EA 0 EA

fzz:IL(nfB)E(AnfB)z " IM( ) (%), I +1) oL

o 40' EA
@) 0),  ae(n) ), w(ﬂ "
=] | 4d j X+ [

[f]_L(1+2\E) -1
CEA| -1 1
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2°) Expression littérale du déplacement vertical et du déplacement horizontal du
point B :

Dans état Ey [D]EO. :[f]EO. [P]Eo- E))l} :EV:} =§[(1+_2£/§) —11}{:;’1}

; _1]P
Dans /état E, 0 _La22) 1{ } _PLI@+2V2)
ol EAL -1 1]0) EA[ -1

Application numérigue : P;=10kN, L=2m, E=2006Pa et A=Icnt.

PL 10.10°x 2.10° 8
S = —(1+24/2) =——_"""" (1+2+2) = 3,828mm 0,383
v EA( +242) 200.1o3><100( oL Y mm

PL  10.10°x2.10°

“EA 200.10°x100
Le déplacement horizontal de B s'effectue en sens inverse de la charge « fictive » P

& = —1mm aE=-1 mm

PROBLEME N°10

z D=dv2 P En appliguant la méthode de MAXWELL-MOHR et en ne tenant
\ /_EI d compte que de |énergie de déformation élastigue due au moment
A G X B c fléchissant, déterminez en fonction de P, L, E et d lexpression

littérale du déplacement vertical et de la rotation en C. En
déduire 'expression littérale de /énergie de déformation.
Application numérigue : P=1425N, E=210 GPa,

L=Im, et d=40mm. Calculez W en Joules.

L L/2

Y
\4
\4

REPONSES N°10

Sur le probléme qui nous est proposé, nous ne pouvons déterminer que le déplacement vertical
de la section C.

Nous allons donc créer un probleme plus général, dont l'initial ne sera qu'un cas particulier.
Nous désirons connditre la rotation de la section C. Il est donc nécessaire qu'il existe en C

un moment « fictif » porté par I'axe de la rotation cherchée .
Appliquons alors en € un moment « fictif » P, suivant l'axe Y:
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dv2

Etat unitaire
E

2 Eo = P1xE;+P,xE;

Etat initial

Eo

Etat
intermédiaire

Eo
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Chaque coefficient d'influence fij est calculé par le théoreme de Maxwell-Mohr

3 [0, ), G, ), (), ) )

1)dx
et GA GA Gl El, El,
Dans hotre cas nous ne tenons compte que de I'énergie de déformation due au moment my :
; JL(mY) (),

£ _JB(mY) (m,); r(my) (M)

Compte tenu de la discontinuité de section en B :

Calcul de fy; :

L )1(7 X)l 3L (7_)()1( L )1

_I 2 EIAB dx+r EIBC dx

Utilisons le tableau des Intégrales de Mohr pour calculer ces intégrales :

2
* L/2 L/2 ‘
En notation « symbolique » :  f1; = 1/EL, 8 +1/EL®¢ M

L L/2
4 4
Or e _ 7 et IYBC:ﬂ
16 64
3L/ L/22 y 2
I [ —
L L/2
A
16 [ 4((3LY 3L L (LV)" “ iyl
fo=——rd Z[Z] sxs[ 2] L o+a |22 2
Exd 3\ 2 2 2 2 3L2) 2
f B 20 L3
H E ~d *
Calcul de fi :
3L 3L
L (? = X),(+D), SL (? = X),(+1),
122.';de+ L2 E|8¢ 2

3L/2

L/2 1 L/2 1
fio = 16/End4[ }f 64/E nd{ J
I« o Mg I

e D { L[St +o (3(5)0%] }
Exd 2 2 2 2\ 2 2

241°

End*

f12 -
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Expression littérale du déplacement vertical C.

Dans /état Ep [D]Eov = [f ]EO- [P]EO' {D1j| — {5f:| _ [ f11 f12 }{Pl}

DZ eYC le f22 P2
<] [, f,7P
Dans /€tat & {&C} :{ H 12}{ }
& E, fu 1] 0 g,
20 PL?®
5Vc = f,P = —— 3,5=20PL° /End*
E xd

Expression littérale de la rotation en C.

pans tétar€s D, =[f ] [Ple, m :m :{fn f}m

D2 eYC f21 f22 P2
: fy f, [P
Dans 'état Ep {5{\} ={ H 12}{ }
gY Eo fZl f22 0 E,
2
6F = f,P= ?;5 6/ =24PL? /End’

Expression littérale de |'énergie de déformation.

1 1 f. f,[P
swstmes W SPITIPL-2R R [ )R]
21 22 2 Ey

1 f, fL,|P| 1 10P2 3
Dans [€tat Ep W :E[P 0]{ H 12}{ }_ f P? =

0| 2% = Exd?

f21 f22

Application numérigue : P=1425N, E=210 6Pa, L=1m, et d=40mm.

_10P?L°* 10x1425° x1000°
“ Ead*  210.10°x 7 x40°

Wasr=12J
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PROBLEME N°11

« L/2 o< L/2 En appliquant la méthode de CASTIGLIANO et

en ne tfenant compte que de Iénergie de

Z Z P déformation élastigue due au  moment
A I x C ¥ B fléchissant :

GlY G a) Déterminez |'expression littérale de la

fleche maximum (en C) et des rotations aux

extrémités A et B en fonctionde P, L, E et I1.
b) Calculer numériquement la fleche (en mm) et les rotations (en°) pour P = 12kN, L=1m; la
section est un rectangle 80x40, E = 200 GPa.

REPONSES N°11

Nous he pouvons déterminer que le déplacement vertical de la section C.

Ce déplacement correspond a la fleche maximale, car le probléeme est symétrique en
I'abscence de charge horizontale.

L/2 L/2

Nous désirons connditre la rotation de la section A. Il est donc nécessaire qu'il existe en A
un moment « fictif » porté par I'axe de la rotation cherchée .

Appliquons alors en A un moment « fictif » P, suivant l'axe Y:

Nous désirons connditre la rotation de la section B. Il est donc nécessaire qu'il existe en B
un moment « fictif » porté par l'axe de la rotation cherchée .
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Appliquons alors en B un moment « fictif » P; suivant I'axe ¥ , mais compte tenu de la
symétrie :0,= -6g. L'approche de P; n'est donc pas necessaire.

L/2 L/2

Etat initial

Eo

L/2 L/2

Etat
intermédiaire

Eo

Eo = Eotpri-p ; p2-0)

Pour appliquer le théoréme de Castigliano, nous devons au préalable calculer I'énergie de
déformation élastique dans I'état Eq .

W, :Z L(N>2< +TY2 +TZ2 + M, + My + |\/Ig)dx
e 2EA 2GA 2GA  2GI,  2El,  2El,
B(M\?)Eo- I

En ne tenant compte que de I'énergie due au moment fléchissant : ' Vdéf — JA 2E]
Y

Nous devons donc chercher le moment M,. Pour cela, décomposons I'état Eo en deux états :
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Etat

intermédiaire

Eo

(My)eo’ -/2+PL/4

Eo' = Ei+ E

(My)eo=(My)e1+(My)e2

s(M{ el(M, ). +(M s M, | +(M, ] +2(M,) (M

(e (7 W (V0 ) S (V0 e L - O M (Y

Wea =, 2é|YEOdXZIA YEzElYYE ox=f— Y2E|Y ——
MZ

= Pk gL o [, o i) ),

Pour calculer Wy: nous pouvons soit faire le calcul avec I'état Eq,

Premiére approche :

Utilisons le tableau des intégrales de Mohr avec I'état Eo.

soit avec les états E; et E>.

MZ
déf — B( Y)EOIdX
“ D 2El,
2 2
Pz/2+P1L Pz/2+P1L/4
P>
Waer = 1/2ETy [ﬂ]]]]m]]]]]]]]]]]ﬂi 1/2E Iy [HI]H]]]]II]]]]]]J
AL72 L/ZA
' \2 r 2\
T 1(p2)z+pzx(&+&j+(i+&j L, 1(&&}5
2El, 3 2 4 2 4 2 |32 4 2
o R’L’  P’L  RRL
96EIl, 6EIl, 16El,
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Autre approche : da ‘aide des états E; et E;

W, =ﬁ “(m, f dx+ﬁ ", dx+ = °(m, ). (M), dx

1 2 EIY A i, 2

P1 /4 2 Pz \2 P1L/4 P2
s my[ Ammfﬂ]nmj . [ M, | e [Am]]]]]]mmuumm]m
L L Y, L L
2 2
W= gl 4B L} L1 { H&)L} +L{1(&X&H
2El, | 3\ 4 2El, | (3|2 El, |4\ 4 " 2

213 2 2
w, - L PL PPL
96El, 6El, 16El,

a) Expression littérale de la fleche maximum (en C)

D — W
Appliquons le théoréme de Castigliano : i P
i

La dérivée partielle de I'énergie par rapport a P; nous donne le déplacement associé a Ps.

5C(E0') _aWdéf _ R L® N Ple

(o)
D, ™) = -
' ' oP,  48El, 16El,

Revenons maintenant au probléme initial, sachant que : Eqg = Eo pi=p : p2-0}

C(Eo) P LS

" 48El,

a) Expression littérale des rotations aux extrémités A et B

La dérivée partielle de I'énergie par rapport a P, nous donne le déplacement associé a P.

MWy _RL  RL
J oP,  3El, 16El,
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Revenons maintenant au probléme initial, sachant que : Eg = Eqy pi=p : p2=0}

&) PL’ golE)

Y 16El, !
b) Numériguement : P = 12kN, L=1m; la section est un rectangle 80x40, E = 200 GPa.

& PL 1210°x1000°x12

v - = 3 3 =O,73mm
48El, 48x200.10° x40x80

0,5 =Fnax=0,73 mm

P2 3 1000?
oM™ = o 12100d0007A2 50971091 = 0426
16El, 16x200.10° x40x80

6/= -6 =0, 126°

PROBLEME N°12

< L o)« L Considérons le systéme hyperstatique ci-
contre. On ne tient compte que du moment

Z Z P fléchissant pour le résoudre.
ﬂ_y A I X dc B 1°) Déterminez les expressions littérales des
T G réactions. Tracer le diagramme des moments

fléchissants.

2°) Déterminez les expressions littérales de la
fleche du point C et des rotations en C et B.
Application numeérique : P=12kN, L=1m, E=200GPa, la section est un rectangle de
80mmx37.5mm. Calculez la valeur du déplacement vertical de C (en mm) et les rotations de B
et C (en rd).
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REPONSES N°12

Probleme plan (La géométrie est plane ainsi que le chargement) :  H=i-3n.

+ 3 degrés de liberté de supprimés en A (Encastrement) . Inconnues :Ha :Va :Ma
*
+ 1 degré de liberté de supprimé en B (Appui glissant) . Inconnue : Vg
+
* Un solide pour appliquer le premier principe de Newton.

H= i-3n = 4-3 = 1 Le systéme est hyperstatique externe de degré 1 : He'

Le « Mathématicien» ne sait pas résoudre un systeme ou il existe plus d'inconnues que
d'équations, le « Physicien » ne faisant pas mieux , il faut donc chercher des équations de
déformations, qui rajoutées a celle de statique permettront de trouver les 4 inconnues.

Notre probléeme est hyperstatique de degré 1. Nous allons donc choisir une inconnue
hyperstatique parmi les 4 (Ha :Va : V& Ma ) afin de traiter un probleme isostatique, dont
I'hyperstatique ne constituera qu'un cas particulier. Plusieurs choix sont possibles pour
I'inconnue hyperstatique, donc plusieurs résolutions possibles. Le chargement de l'isostatique
sera celui de I'hyperstatique plus l'inconnue choisie :
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Choix de l'inconnue hyperstatique : Ma

Remplagons I'encastrement en A par un appui simple.

Etat hyperstatigue

E, Eo = Eotpizp : p2-0}) Ear

fsostatigue

Les 2 états seront équivalents lorsque la rotation de la section A de l'isostatique sera nulle.

Choix de l'inconnue hyperstatigue @ Vg

Supprimons la liaison en B

Etat hyperstatigue

E EO = EO'{ P1=P ; D2=0 } Etat
(0]

isostatigue

Les 2 états seront équivalents lorsque le déplacement vertical de la section B de létat
isostatique sera nul.

Il nous faut donc calculer des déplacements dans les états isostatiques.
Pour la suite du corrigé , conservons ce dernier choix de l'inconnue hyperstatique (Vg), et

décomposons I'état isostatique Eq en 2 états unitaires, afin de calculer D, a I'aide de
Maxwell-Mohr.
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Etat
isostatigue

Eo' = Ple1+P2*E2

Etat unitaire

E:

pans /érarés (D), =, [Pe, {DIL {(ﬂ ':[fn fﬂ}PL.

D, 5; fr Tl P

v E

Or dans I'état hyperstatique, le déplacement vertical de B est nul, P, s'identifie alors avec la
valeur de la réaction Vg de I'état Eo.

f,.P,
— SB — — 21'1
1:22
(m,)i(m,);
Calcul des coefficients d'influence f;; = K#dx a l'aide des intégrales de Mohr :
Y

Calcul de fi; :

2
] M)y, 1 1 ., 12
fu= l/EIy[ "]]B]]Pmm”‘J f11:J: El dx = el xéxL x L f,= 3L
Calcul de f,, :

2

r o((m),fy 11 81
foo = 1/51‘[ "]]]]]]]]]]]]mn_J f,= A( nlgl 2) dx = T ><§><4L2><2L f,, :3E|
Y Y Y

2L
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caleul de £ - . ﬁ%w ﬁ%x
—_— v Y
2L L L
f12 = 1/EIy I]]]]]IHII]]]]]]]]]] x [T, |* 1/ETy —0 XL“]H]]]]]]DDD“"
L L L L
1 (1 5L°
f, = E_IY{EX Lx(2(2L)+ L)L} o = 6EI,

Calcul de la réaction Vs :

3
St
f,R  6El
ST
22
3El,

Compte tenu du choix arbitraire du sens
de P2 que nous avons fait, et trouvant P,
négatif, nous en concluons que la réaction
verticale en B dans I'état hyperstatique est
verticale ascendante.

Sa norme étant de 5P/16.

Le probleme initial est maintenant isostatique. Pour trouver les 3 inconnues externes
restantes Ha :Va :Ma , nous pouvons utiliser les 3 équations de statique, ou calculer sur I'état
Eo en faisant P,=5P/16

Eo = Eo'{ P1=P ; D2=0} = P1*E1+P2*Ez = P*E1-(5P/16)*Ez

H% = PxH*;-(5P/16)xH*, H*% = Px0-(5P/16)x0 = O
VA = PxVA -(5P/16)xV*, V% = Px1-(5P/16)x1 = 11P/16
M% = PxM*;-(5P/16)xM*, M%, = PxL-(5P/16)x2L = 3PL/8

Diagramme des moments fléchissants :

Pour trouver le diagramme des moments fléchissants, nous utilisons les résultats obtenus sur
I'¢tat isostatique Eq au lieu de tout refaire le probleme initial.

My o) = Pxmy €1)-(BP/16)xmy (2
MyA(Eo) = meyA(El)—(SP/l6)xmyA(Ez) = P*L-(5P/16)*2L = 3PL/8

Myc(Eo) = P*H'\yC(El)-(5P/16)*rl'\yc(ez) = P*O-(5P/16)*L = -BPL/16
My®eoy = Pxmy®e1)-(5P/16)xmy® ez = Px0-(5P/16)x0 = O
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Etat initial

P x E;-5P/16 x E;

11P/16

Etat unitaire
E.
5PL/16 v _ ’

Pz=1
3PL/8 (My)o

Etato = PixEtat;+P,xEtat, = PxEtat;-(6P/16)xEtat:

Expressions littérales de la fléche du point C et des rotations en € et B

fléche du point C :

c D 3 |1
Dans l'état Eq : FVB} ={ 1} = E 5
0 - 0 ‘, 3El, >

o N|o

v

5

5¢ 3 |1 — P 3

Dans Iétat Eo :| % | =—E | 2| 5P| gL (p_Ex@J 5.5=7PL° /96ET,
S e 3El, | ° 8l 16 3El, 2 16

Vv
2
Le déplacement s'effectue dans le méme sens que celui de P;.

Rotations en C et B :

Pour rechercher les rotations des sections C et B il faut qu'il existe en C et B des moments
portés par I'axe des rotations cherchées.

Compte tenu des résultats dont nous disposons, il sera plus simple de raisonner a partir de
I'¢tat isostatique équivalent Eq . Cherchons donc, dans un premier temps, les rotations des
sections C et B dans I'état isostatique Eq. Rajoutons sur ce dernier 2 couples P3, et P4 en C et
D.
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Eo = P1xE;+P2oxEx+ P3xE3+P4xE4

Eo = Eo{ Pi=pP ; P2=-5P/16 : P3=0 : P4=0 }

Décomposons I'état Eq en 4 états unitaires pour appliquer la méthode de Maxwell-Mohr

) R -
S D, 3El, 6EI,
55 0 3 3
Dans I'état Eo : \é = = oL 8—L fy
0, D, 6El, 3El,
HyB . D, ‘, fa fa fas
L f41 f42 f43
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Dans I'état Ep : !

5P
16

Eo

Nous devons donc calculer seulement les coefficients fa1, f32, f41, et f4z .

Caleal de £ - fo K%X—i— ﬁ%x
—_—— v Y

L 1
fi13 = 1/ELy ["]]]H]Eﬂm X ﬂIﬂ]]]IH]]]]]Iﬂ]ﬂ*’ 1/ELy [ 0 X —0

L

fs = i 1><1><L><L
El, (2

Caleul de frs : = J:(rlm)Ezl(rm)3dx+ f(m)z(m)gdx
Y

2L L 1 L
Fas = 1/ELy {"ﬂmﬂ]ﬂﬂ]ﬂl}] 5 TR |+ /€Ty | (e x
L L L

El,

fpy = L {%xlx(2L+L)L}

El,

Calcul de fi4 © fia= E%X—I—ﬁ;d(mféfm )a X
Y Y

L 1
fia = 1/ELy {I]]]]H]Llﬂmnm X ﬂ]]]]]]lﬂ]]]]]]]]]ﬂ*‘ 1/ETy [ 0 v

L

f, = 1 lexle
El, 2

J

L
L2
f13:
2E|Y
O J
L
_ 312
2 2El
1 J
L
L2
f14:
2E|Y
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Calcul de fo, :

f :J'L(m{)z(n'l{)4dx+“'5(m{)z(mv)4dx
247 Ja El c El,

F.s = 1/ELy

i{%><1><(2L+ L)L+%><l>< Lx L}

Y

24 —

S T N
. 3El, 6El, 2EI, 2EI, |
5, 50 8 3 2 | By
5; 6ElI, 3El, 2El, El, |~
l'état Eo : A I Y \ v | 16
Dans I'état Eo e 2 312 S
yB fas fy
6| | 2El, 2El, 0 |
e 21 - ’
f43 f44
(2B, EI, |
go_ PU 3" 5P _ P o
Y 2El, 2El, 16 32El, 4
go_ PL _21°5P_ PL 6.5
Y " 2El, El, 16  8EI, 4

Application numérique : P=12kN, L=1m, E=2006GPaq, la section est un rectangle de
80mmx37.5mm.

Dans le repére XYZ :
A, 1P g o5k B, P 375N M Ay _3PL _ 4500Nm
6 16
Moments fléchissants My My, = SPL =4500Nm Myc = —% =-3750Nm
3 2 2
e = — PL _ 5 7344mm O = P 1171910 O =— PL
96EI, 32El, 8EI,

it v (., i)

_az
El,

24

=PL?/32EI,

=-PL?/8FI,

MYB:0

=-4.687510"rd
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4500 Nm (My)

PROBLEME N°13

A\

La poutre encastrée AB ci-contre, de section carrée 60x60, est haubanée par un
cdble AC de diamétre 5 mm. L = 1 m, E = 200 6Pa, P = 3 kN. Le systéme est
hyperstatigue. Calculez :

1°) Ja tension dans le céble.

2°) le déplacement vertical du point A.
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REPONSES N°13

Deux solides (La barre AB et le cable AC),
3 inconnues en B (encastrement),

2 inconnues en A et en C (articulations) :
H=i-3n = 7-3x2 = 1

Le systéme est hyperstatigue
externe de degré 1 : Hexf'®

Le cable AC étant articulé a ses deux extrémités
est donc soumis qu'd un effort normal.

Choisissons donc comme inconnue hyperstatique
la réaction en C.

Etat hyperstatigue
Eo

Etat isostatigue Pz/
Eo

Eo = Eo{pi=p : p2=0}

Décomposons I'état isostatique Eq en deux états unitaires E; et E..
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Etat unitaire

E:

Etat unitaire P2 y
E>

(nx)2

Eo' = P1xE1+P2*E2

(my)4 “”ml

Dans /'état Ey [DEO = f ]EO. [P]Eo- {Dl} _ {5\/" } _ [ i f12:|[P1}

D2 5ACC f21 f22 PZ

Or dans I'état hyperstatique, le déplacement de C dans la direction de P; est nul, P; s'identifie
alors avec la valeur de la réaction en C de I'état Ep .

D2:5§C: f21|:)1"'f22|:)2:0 — I:)2:_

f21Pl
f22

L ()i (ny) +(m’)‘(m’)j)dx a laide des

Calcul des coefficients d'influence fij = ZL ( El
barres Y

intégrales de Mohr :

Calcul de fi; :

2

: _ B((rn{ )1)2 _ 1 1 2 B LS
f11= I/EIYAB[ "]]EILI‘]]]]]]]I::-Jfll_J.A EIAB dX— EIAB ngL XL fll_ﬁ
5((M),) . ().
Calcul de f;, : f, :j 2 d)(_|.jC 2/ (ix

2A EIY A EA ,

Lf2/2 1

fao = 1/EL,*® [ﬁ]ﬂlﬂ]]]]]nm,,} +1/EA"C[I]]]]]]]]]]]]]]]]]]] J
L L\I_z

2 L L2
fzz_{ L 1>{£ J XL}+{#X12X\/§L} fa e

—_ X — :—+—
E® 3 ( 2 6EI"® ~ EA'
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B
Calcul de fi, : fio :J‘A%X
L Lf2/2
fiz = 1/EL,*® [[l]ﬂ]llll—]]]mm X [I]II}]]EIm]ml_
1 |1 L2 NAK
2= T3 2 ) T
Calcul de la réaction en C :
NFIE
T A1 AB 1
o __fuh___ 6EL® N
2 f, L L2 ? 6v21%
6EI;QB + EAAC 1+ LZAAC

1°) Tension dans le cable.

Nous avons choisi arbitrairement l'inconnue de l'action en C de telle sorte que le cable AC soit
tendue. Nous trouvons P; positif : Le cable est donc en traction.

L'effort normal dans le cable est : N2C = LAB P
6721’
1+ LZAAC

Application numérigue :@ Section AB carrée 60x60, haubanée par un cdble AC de diamétre 5mm. L = 1 m, E
=200 GPa, P = 3 kN.
V2

.\ 6+/2 x 60° x 4
12 x1000? x 77 x 5
2°) Déplacement vertical du point A.

Dans /état Ep [D]EO- = [f ]EO- [P]EO. {D1:| — {&A } _ |: f11 f12:||:P1}

AC _
Ny~ =

3.10% = 2893N Ny'€=2893 N

D, S5 for 2]l P
51 [f. 13000
Dans [état &, { : }={ " 12}{ }
0| | f f, 2893
3 3 3
5 = £,3000+ f,,2893 = 3Eijoo —%2893 . 3;?[3000 —%2893}
3
op =012 (o000 V2oges) _1473mm 841,47 mm
3% 200.10° < 60 2
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PROBLEME N°14

L

A

poids P

\4

| 1.x

AZ G

La poutre encastrée AB ci-contre a son extrémité
libre qui repose en A sur un appui élastique
modélisé par un ressort dont la raideur est k. Le
systéme set hyperstatique.

En I'absence de la charge répartie, la poutre est
rectiligne et le ressort n'est pas sollicité.

On ne tient compte que du moment fléchissant pour résoudre le systeme.

1°) Déterminez |'expression littérale de la force qui comprime le ressort et en déduire

I'expression de la fléeche du ressort.

2°) Calculez numériquement la force qui comprime le ressort et la fleche du ressort pour k =
0.1, 05, 1, 10 N/mm et k — o La barre est & section carrée 10x10, p = 7.85 10° kg/mm?

(prendre g=10m/s?),L = 1 m, E = 210 GPa.

REPONSES N°14

q
T l
100N

Probléme plan (La géométrie est plane ainsi que le chargement) :  H=/-3n.

R

Pouds P

ey

+ 3 degrés de liberté de supprimés en A (Encastrement) . Inconnues :Hg ;Vg ;Mg
+ 1 degré de liberté imposé en B (Appui élastique) . Inconnue : V4
+ Un solide pour appliquer le premier principe de Newton.

H= i-3n = 4-3 = 1 Le systéme est hyperstatique externe de degré 1 : He'
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Choix de l'inconnue hyperstatigue : V4

Supprimons la liaison en A

Etat hyperstatigue E - E Etat isostatigue
E 0 — LO{P1=P ; D2=5x } Eo

P2
Poids P=qL

R LHWMMM M Mﬂﬁ TITEY
10 LA 1o$&__ 2
Les 2 états seront équivalents lorsque le déplacement vertical de la section A de létat
isostatique sera égal a la fleche d, du ressort.

Décomposons I'état isostatique Eq en 2 états unitaires, afin de calculer D=8« (fleche du
ressort), a I'aide de Maxwell-Mohr.

Etat unitaire

E>

Etat unitaire

E:

Eo' = P1xE1+Pz*Ez

L

UM mmuwww

10§X_

Dans [€tat Eo' D2 = 5A = f21P1 + f22P2

v

(m,)i(m),

5 ~ Y22 YYdx g /'aide des intégrales de Mohr :
Y

Calcul des coefficients d'influence f; =_|- (
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Caleul de 5 : £ = dex
2
L
f22 = 1/EI, [ mmm]]]Il]]]]]]J
1 1 L® L
f,=1——x=xL’xL f,=
2= {EI XSX X } 22 3E|Y
Calcul de f;; : fl, —j (m’)l(m’)z .,
L
fi12 = 1/ET, Lﬂfmﬂ]m X _ﬂmLm]]m]]]]}
2 4
12 = ) LXLXL = L
El, |4 2 SE|
Dans [état Ey D,=6"=f,P+1,P D -si-_ LR _LUP
0 2 =0, = Inh 2 2 y 8E|Y 3E|Y
Dans [€état E 5, =— L'g +L3FA or F,=-kf et P=qL
’ " T 78R,  3El .
L'q L3FA Fa 5 3P 1
- + = == d' . F = ——(———
g8El, 3El, k" "=g (1+3E|Y)
kL®
3P, 1
Fa=g (1 3El, )
3
KL

Application numérigue : La barre est & section carrée 10x10, p = 7.85 10® kg/mm? (prendre
g=10m/s%),L = 1 m, E = 210 6Pa

= 3x10x10x1000 % 7,85.10°° xlO( 1 )
AT 8 3x210.10° x10*
1+ 3
12 x1000° x k
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1
F, =2,94375 ~— 0525
1+

k

Pour k=0 :

4 3 3 -6
A L'q _ L°P :_1000 x10x10x1000x 7,85.10 X10X12:5,60714mm

"~ 8El, 8EI, 8x 210.10° x10*

Pour k=00 :

La force Fa tend vers F, = % =2,94N et lafléche f tend vers O :

6
>omm k | FN) | foom)
(N/mm) F A
5 —FA (N) 0.1 0.47 471 l
“ —f (mm) 05 | 144 | 288 _I'
= 1 193 193 | T
£ 4
g 10 280 | 028
L=
:,io_’ 0 2.94 0 ‘
\ 2,94375 N
3
S
h P, 1
Fx = T(@)
prberrerbddtdbiers
A, ‘

0 5 10  K(N/mm) g

20
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PROBLEME N°15

5m

20kN/m

5m

X B

3 G
12mm C

REPONSES N°15

Avant d'appliguer la charge répartie, un espace de 12 mm existe entre la
poutre et |'appui C. Sachant que !'inertie de flexion vaut 217 10° mm’,
calculez (en kN) les réactions sur chague appui (prendre E = 200 6Pa). On
ne tient compte que du moment fléchissant.

Etat initial

Eo

Etat isostatigue

Le probleme deviendra hyperstatique externe de degré 1 lorsque la fleche verticale de la
section C sera égale a 12 mm.

Calculons donc la part de la charge répartie q qui donne une fleche égale a 12mm.

Nous devons donc constituer un état Eo' pour lequel nous rajoutons une force verticale en C

Eo = Eoqpi=q: pe=0)
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Décomposons en deux états unitaires :

Etat unitaire Etat unitaire

E: Eo = Pi1xE;+PoxE;

, L/2 g/z
1:

| | ‘|||“||| e
R —

L?/8

Dans /état Ey D,=6° = f,P+f,P,

Calcul des coefficients dinfluence f; =J;L(%)dx a l'aide des intégrales de Mohr :

Y
2
B
Calcul de f,; : f,= Amdx
El, ,
L
f22 = 1/EI, W
L/
RIS N8 e
27 \El, "3 \4 ? 48EI,

Calcul de f;, : fl, =ﬁ%x

L L
f12 = 1/ETL, EJIU]]IHH]]]]]]P % WJ
L/

L?/8
2 4
f12: ‘i‘i EXLX L XL f12=+ 5L
El, |12 4 | 8 384EI,

4 3
Dans état Ep D,=6"=f,P+f,P, D,=06"= SL'A n LR,
384El, 48El,

4 A 3 6
Dans état £ sa__5L'g _ 384E1, 6, _ 384x200.10°x 217.10° x12

= = = =4Nmm™
RETITI =50 5 (10')
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Un chargement réparti de 4N par mm, c'est-a-dire 4kN/m procure une fleche de 12mm/
Le chargement total est donc pour 10 m de 40kN. Chaque réaction vaut donc 20kN.

Etat hyperstatigue

Le systeme est hyperstatique externe de degré 1. Choisissons comme inconnue hyperstatique,
la réaction verticale en C et constituons un systéme isostatique équivalent :

Etat isostatigue
Eguivalent si D2=0

Compte tenu des résultats obtenus précédemment :
5L°P, L°P,
+

D,=6"=f,P+ f,P D,=5"= =
2 =0y PLE R PP L) 2 =0y 384EI, 48EI,

_ _5L'R48El, ~ 5RL
2 384El,L° 8
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_5q'L _ 5x16x10

La réaction verticale en C dans I'hyperstatique vaut donc : V. = 3

=—100kN

Les deux autres réaction verticales en A et B sont égales (symétrie), et valent en écrivant
I'équilibre : V4=Vp=-

Nous pouvons maintenant revenir au probléme initial en superposant les résultats obtenus
respectivement sur I'état isostatique et sur I'hyperstatique.

Etat initial

Eo
100kN (100kN +OkN)

50kN (30kN +20kN) 50kN (30kN +20kN)

—— v A AR S

12mm [ c
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PROBLEME N°16

A I . B Considérons le cadre fermé ci-contre. Le
G systeme est hyperstatique. On ne tient compte
que du moment fléchissant pour résoudre le
systéme.

-— — Déterminez le moment de flexion maximum (en
Nmm), la contrainte de flexion maximum (en
L/2=300mm  MPa) et |'allongement du cadre (en mm).

La section droite du cadre est rectangulaire
8x25. Le matériau est un acier dont le module
E D de YOUNG vaut 210 GPa. La force P vaut 50 N.

[e————L=600 mm —————

REPONSES N°16

Le cadre est statiquement déterminé, et en équilibre sous l'action des deux charges P.
Par contre il est impossible de déterminer les agtions internesdu Torseur de section (ou de
Cohésion) compte tenu qu'il est fermé.

En effet nous ne pouvons pas
mettre en équilibre un trongon
isolé, puisque nous ne pouvons
pas définir un Amont ou un Aval
par rapport a une coupure
(Le cadr\'/e est fermé).

Etat
hyperstatigue

Le probléme est plan :
Tz=Mx=My:o

Les inconnues sont :
Nx @ Ty . Mz

Le systeme est Hyperstatigue Interne de degré 3, car les inconnues que hous he pouvons
calculer sont les sollicitations du Torseur de Section.
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Rendons le systéme isostatique en y pratiquant un nombre de coupures simples, égal a son
degré d'hyperstaticité.
Le cadre étant Hi+3° faisons une coupure totale Ty Y
dans une section quelconque H
(triple : Nx . Ty :Mz)

H devient H' et H"
Appliquons des sollicitations Nx ; Ty .Mz
aux deux levres de la coupure, égales
et opposées et d'intensité telles que
nous refermions exactement la coupure.

Etat isostatigue

Equivalent
H/H" P
SHH =0 .
5H ''H O
\
H/H

Ce sont des déplagements relatifs

Nous pouvons simplifier la résolution en se souvenant qu'un axe de symétrie nous permet
d'abaisser le degré d'hyperstaticité du systéme.

Faisons intervenir |'axe de symétrie vertical AE en considérant la coupure en A :

y=o Ty=0 y
A devient A' et A" T

Appliquons des sollicitations Nx ; Ty .Mz
aux deux levres de la coupure, égales
et opposées.

L'effort tranchant Ty dans la section A"
est vertical descendant pour respecter Etat isostatigue
le principe d'action mutuelle. Equivalent
Il doit &tre vertical ascendant pour oMM =0
respecter la condition de symétrie. o __

oN% = 0

La seule valeur possible est donc Ty=0
Pour refermer exactement la coupure :
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Faisons intervenir les 2 axes de symétrie (vertical et horizontal) en considérant la
coupure en A et en E:

A devient A' et A"

E devient E' et E"

L'équilibre de l'une ou l'autre des
2 parties, nous permet de trouver
la valeur de I'effort normal dans

2 Etat isostatigue
les 2 sectionss : Nx=P/2

Equivalent

Pour refermer exactement
la coupure :

QZA'/A" — QZE'/E" — O

Nous devons donc calculer la rotation relative deA’ par rapport a A" suivant l'axe Z.
Lorsque ce déplacement sera nul le moment s'identifiera avec le moment fléchissant dans les
sections A et E.

Etat isostatigue
Equivalent
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Compte tenu des axes de symétrie, pour calculer ces rotations, nous allons raisonner sur le
quart du cadre.

Etat
isostatigue

Eo'

‘{ P1=P ; D2=0}

P./2

BOOan

L/2=300mm ‘
| |

Décomposons I'état isostatique Eo en 2 états unitaires, afin de calculer D2, a l'aide de
Maxwell-Mohr.

pans 1érat&,  |DJe, =[f L [P, H :P‘:/F} :[fﬂ f}m

D2 HZA/ A"

A f,.P,
— pATA" _ _ _ 2171
f22
" ” _ E (mZ)i(mZ)j s g . G
Calcul des coefficients d'influence f; = ZL (T)dx a l'aide des intégrales de
barres z

Mohr :
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Y
1/2

[ 4 (mZ)1

>
L/4
u 1
1 Y (mz)2
1
Z

——

<P

B((m 3 m 3
Calcul de f;; : 2 :4X(IA(( EZI)Z) dX+J:(( EZ|)2) o
Z Z
1 ? ! ’
f22 = 4/ETy (MMM | + 4/E%: [III]]]]IH]]]]]IH]J
L/2 L/2
e L fy =
fo =8 <t XZ} 2l
o ((a(my),(my), (m,),(m,),
Calcul de f;, : f12_4X(IA ZEllZ Z dX+J: ZEl|z o
L/4
fi12 = 4/EI; [‘mﬂﬂgg]]]]] S I]]]H!lg]]]]]mﬂ
4 (1 L, L 5
fip = _Elz{EXZX1X_} T
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2
Darss [état Ey D,=0M% = f,R+f,p, D=oN-_Lth AP
4EI, | EI
Dans /€tat &, g% -0 = PB=—r = Mi——
16 16

Pour trouver le diagramme des moments fléchissants, nous utilisons les résultats obtenus sur
I'¢tat isostatique Eq au lieu de tout refaire le probleme initial.

Mz o) = Pxmz g1)*(PL/16)xmz (&2
MzB(Eo) = P*mZB(E1)+(PL/16)*“‘\23(52) = P*O+(PL/16)*1 = PL/16

MzC(Eo) = P*mZC(El)"'(PL/l6)*mzc(ez) = Px(-L/4)+(PL/16)x1 = -3PL/16

agramme des moments_fléchissants Mz
Le momen'r échissant maximum est de 3PL/16 dans les sec‘ruons CetF.

3PL 3x50x600

MY = = =5625mmN M= 5,625 mN
16 16
La contrainte de flexion maximum vaut :
_3PL
O = Meyr_ o o (inj - 9P|_2 =2 QX5OXGOZO =+21,09MPa "= #21,1 MPa
I, b.h* 2 8bh 8x25x8
12
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Allongement du cadre :

Il nous faut donc déterminer le déplacement relatif des sections C par rapport a F
horizontalement. Nous allons encore travailler avec |'état Ey'.

Dans [€tat Ep [D]EO. = [f ]EO. [P]Eo- |:D1:| _ |:5f/F } _ |: fiy I }{Pl}

D, o'~ f,, | PR
D, =6 " = f,P+ f,P,
Dans Iétat E 5F = f.P+1, G—éj
Nous devons donc calculer fi;.

Calcul de fﬂ_: f11=4x(Jf((rEzl)1) dx+_|:((n|;zl)l) dXJ

L/4, )2
f11 = 4/EI{A1|]]]Q]/];!]]]]] J

c 11y L ¢ L
" EL 37\4) 2 H24E,

cr_ L 5 U X(&j sciF _ SPLY _ 5x50x600°x12 .
" 24El1, 4El, \16 " 192El, 192x210.10°x25x8®
Allongement du cadre : &F = 1,26 mm
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CALCUL DES STRUCTURES PAR LES METHODES
ENERGETIQUES

1. DUALITE FORCES-DEPLACEMENTS :

S

Soit d résoudre la structure plane ci-dessus. Les inconnues du probléme peuvent se
classer en deux catégories :

- Les inconnues statiques : les quatre réactions A, A,, M, et B,. Le systeme
comportant quatre inconnues statiques pour trois équations d'équilibre est
hyperstatique de degré 1.

- Les _inconnues cinématiques : les déplacements vc, O,p et O,¢.
Pour résoudre le probleme on peut procéder de deux fagons inverses |'une de
I'autre.
1°) La méthode des forces :

La méthode des forces consiste a calculer d'abord les 4 inconnues statiques Ax,
Ay, MAz et By (inconnues primaires), puis les 3 inconnues cinématiques v¢, 0,p et

0¢ (inconnues secondaires).

2°) La méthode des déplacements :

La méthode consiste a calculer d'abord les 3 inconnues cinématiques vc, O, et O5¢
(inconnues primaires), puis les 4 inconnues statiques A,, A, M4, et B, (inconnues
secondaires
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Dans un cas comme dans |'autre (méthode des forces ou des déplacements), la
méthode de calcul est essentiellement matricielle et est basée sur le principe de
conservation de |'énergie :

W

e.

ar = W

Le travail du torseur extérieur se calcule par :

Dans la méthode des forces (ou méthode de la flexibilité) le systéme matriciel se
présente sous la forme :

b]=[f]P]

La matrice symétrique [f] est la matrice de flexibilité de la structure. Le vecteur
[P] contient les charges appliquées sur la structure et les inconnues
hyperstatiques. Le vecteur [D] contient les déplacements associés.

Dans la méthode des déplacements (ou méthode de la rigidité) le systeme
matriciel se présente sous la forme :

[P1=kID]

La matrice symétrique [k] est la matrice de rigidité de la structure. Le vecteur [P]
contient les charges appliquées et les inconnues hyperstatiques. Le vecteur [D]
contient les déplacements associés.

Ces deux méthodes sont inverses |'une de |'autre :

(" =[]
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Il existe des méthodes spécifiques (exposées dans la suite de ce chapitre) pour
calculer :

- La matrice de flexibilité [f] :

» Méthode de la « charge unité » (ou méthode de MAXWELL-MOHR).

- La matrice de rigidité [K] :

» Méthode du « déplacement unité », qui est l'inverse de la méthode
de la « charge unité ».

> Méthode des « Eléments Finis ».

Dans la « Méthode des Eléments Finis » le vecteur [P] contient toutes
les charges (y compris les réactions isostatiques) et le vecteur [D]
tous les déplacements associés. La matrice de rigidité « globale »,
symétrique, est alors notée [K]. Elle est donc d'un ordre plus grand (+3
dans le plan et +6 dans I'espace) que le matrice de rigidité [k] calculée
avec la méthode du déplacement unité.

2. METHODE DES FORCES OU DE LA FLEXIBILITE DE LA
STRUCTURE:

2.1. Méthode de CLAPEYRON :

2.1.1. Définition :

C'est une méthode analytique permettant de calculer dans des systemes
isostatiques soumis a une seule charge le déplacement associé (qui fait travailler)
la charge.

A titre d'exemple on peut traité le cas d'une
barre droite soumise a une seule charge P.
Le travail du forseur extérieur vaut :

1
W, ==PD
ext 2
Ique vaut
1 o’ 7
W =31, Cer )

Le principe de conservation de |'énergie permet d'écrire :

Wext = Wdéf
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2.1.2. Expression de |'énergie de déformation élastigue dans une structure a
barres (droites) en fonction des efforts internes dans les barres :

N M M Longueur L
oc=0,= A’:— LY +—r7Z
z Y
T, M
Op=—"—-——2Z
Al
T
Oy =—5+—2Y
A g
2 2 4
T=4/0y + 0 /
Section droite

N.B. La contrainte due a /'effort tranchant est la contrainte moyenne. Les
axes Y et Z sont les axes principaux d'inertie de la section droite.

Wer =5 _[ (_"'_)dV

——L{ Sy YZ) =G XZ) HCE YY) dy

Compte tenu que les composantes du torseur de section sont constantes dans la
section droite qui est elle-méme constante le long de la barre :

{lav=][[ £ ton)ax

Ted I N My My 10T My TMX
%sEJODA{E(T——H—Z) GG )Hd

I, ly ls
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En développant, et compte tenu que :

A= dA
= [Z%dA
- [y'oa
=jA(Y2+zz)dA
vz = [YZdA=0
= [ZdA=Z,A=0
= [YdA=Y;A=0

On obtient |'expression de |'énergie de déformation élastique dans une barre en
fonction des composantes du torseur de section :

N TP T MMM
=1l (GEa * 264 *26a * 261, * 261, * 26T,

LI
oGEat26A" ZGA 261, " 26T, * 26T,

2.2. Méthode de MAXWELL-MOHR ou méthode dite de la "charge unité" :
C'est une méthode matricielle qui permet de résoudre les systémes hyperstatiques
et de calculer des déplacements quelconques dans des systemes isostatiques ou

hyperstatiques.

2.2.1. Matrice de flexibilité d'une structure a barres:

1°) Définition : Py P,
Considérons une barre droite soumise a
deux forces P; et P,. Notons D; et D les )
déplacements associés (qui font travailler) A
les deux forces.
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Décomposons |'état initial en deux états unitaires (les forces valent 1). Dans
un cas plus général on décompose I'état initial en autant d'états unitaires qu'il

y a de charges appliquées.

On note alors fi; les déplacements D; et D, dans les états 1 et 2 avec la
signification suivante pour les indices i et j :

f

projeté sur P;

l ) - P=0 I

Etat 1 : Py=1, P,=0 Etat 2 : P.=1, P1=0

Les principes de superposition et de linéarité des effets des forces permettent
d'écrire :

superposition

—

D1 = f11P1 + f1sz
linéarité

D P,
D, = f,,P, + f,,P,  Ouencore, sous forme maricielle : [ 1} = [f“ flz}[ 1}
DZ f21 f22 PZ

o] = [f]P]

La matrice carrée [f] est la matrice de flexibilité de la structure.
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2°) Théoréme de MAXWELL-BETTT :

P1

P>

les deux forces.

P et en identifiant les 2 expressions, on démontre que :

La matrice de flexibilité est symétrique.

[GHEG

Considérons une barre droite soumise a deux
forces P; et P,. Notons D; et D> les
a déplacements associés (qui font travailler)

En calculant le travail du torseur extérieur
en appliquant :1°) Py puis P;.ou 2°) P, puis

Autrement dit, le déplacement projeté sur P; et provoqué par P,=1 (f1;) est égal au
déplacement projeté sur P, et provoqué par Pi=1 (f21).

Support de P,

P2:1

|

Support de P;

PF].

l

-y il

2.2.2. Expression du travail du torseur extérieur en fonction de la matrice de

flexibilité :

W,,, ='[PID] et o] - [P

IUTB-LYON1-GMP-DDS
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2.2.3. Calcul des termes de la matrice de flexibilité:

Considérons une barre droite soumise a deux forces P; et P.

Décomposons |'état initial en deux états unitaires (les forces valent 1).

Mz

(mz)2

/ (mz)1

Etat 1 : P1=1, P.=0 Etat 2 : P2=1, P:=0

On ne considére pour la démonstration que le moment fléchissant Mz. La
démonstration est identique pour les autres sollicitations.
Les principes de superposition et de linéarité des effets des forces permettent
d'écrire :

superposition

M2 1
dx =

A
Ve \ -
Mz =(n)Pre(mo)ePs Was =
linéarité

Le principe de conservation de |'énergie (W,, =W, ), permet d'écrire, en

identifiant terme a terme les expressions de We,+ et Wy et en généralisant aux
six sollicitations et pour un systeme comportant plusieurs barres on obtient :

- J: ((ry)(r&) (,)() (‘rz)('rz) (@)(ﬂy) (m)(m,), ("!:)("!:)J
barres GA GA GL E; ;

)dx
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2.3. Méthode de CASTIGLIANO :

C'est une méthode analytique qui permet de résoudre les systemes hyperstatiques
et de calculer des déplacements quelconques dans des systemes isostatiques ou
hyperstatiques.

1
Wext == [P][f ][P] et Wext :Wdéf

L'énergie de déformation étant exprimée en fonction de toutes les charges, la
dérivée partielle de |'énergie de déformation élastique par rapport a |I'une
quelconque des charges est égale au déplacement associé a la charge.
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3. METHODE DES ELEMENTS FINIS

PROBLEME N°17

Considérons la poutre a section droite

/—E variable ci-contre. Le module de YOUNG E
1 2 gl 3 4 X vaut 2.10° MPa, L=1 m. La poutre est
encastrée d ses deux extrémités et est
\-D \—B \—@ soumise a une charge axiale P=10kN.
T v L e La poutre est discrétisée en ftrois
) g - ¢léments poutre et quatre nceuds. L'aire A
vaut 10 mm?,

1°) Calculez les matrices de rigidité élémentaire des trois éléments sous la forme :
4.10°[ ].

2°) Calculez la matrice de rigidité globale de la structure (sous la forme : 4.10°[ ]).

3°) Calculez les déplacements axiaux des nceuds 2 et 3 (en mm), puis les efforts axiaux
sur les noeuds 1 et 4 (en kN).

4°) Calculez le déplacement axial, la déformation axiale et la contrainte (en MPa) au
milieu de I'élément 2.

REPONSES N°17

La poutre droite a section variable est encasrée a ses deux extrémités. La charge P étant
axiale, seules les réactions horizontales existent, et le probleme est donc hyperstatique
externe de degré 1.
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1)
Discrétisons la poutre en 3 éléments et 4 nceuds . Dans notre cas les axes locaux et globaux
coincident. Chaque élément, compte tenu du chargement, n'est soumis qu'a des efforts

normaux. Chaque nceud admet un déplacement u suivant x.

1 —
La matrice de rigidité élémentaire en traction-compression [ke = %{ - }.relie les
FJ 1 -1ju
efforts d'extrémité de I'élément et les déplacements des noeuds [FX:} = E_I:A‘[ L1 }[ul}
X2 - 2

\f’
T

L/2
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Calculons les matrices de rigidité élémentaires.

Elément 1 :

i) EZA{ : 11}

2. 105 x2x10
[]= 1000

gl
o, 2
EIRE

Elément 2 :

[k EZA[ : 11}

2. 105 x 2x10
[k ] 1000

g
kool 7
ERE

Elément 3 :
EA| 1 -1
)= {1 .|
2105><10 =l
[k] 1000 {1 1}
2

k)= 4.103{_11 B }

FS 1 -1 u,
el L
x4 4
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2)
Détermination de la matrice de rigidité K de la structure :

Procédons a l'assemblage des 3 matrices de rigidité élémentaires :

[k1]=4.1031 [k2]=4.1031 [k3]=4.103l

[K]=4.10°

3)

pou: [P]=[K]D]

Appliquons les conditions limites :

La résolution des équations 2 et 3 du systéme nous permet de trouver

P = 4.10°(4u, — 2u,)
0 =4.10%(-2u, +3u,)
u, =0.9375mm u, =0.625mm

Ces valeurs reportées dans le systéme nous permettent de résoudre les équations 1 et 4 :
7,5k
Fro = 4.10°(- 2u,) = 4.10°(- 2% 0,9375)
Fys = 4.10°(-u,) = 4.10°(~0,625)

L7 2,5 kN F,=-75kN F, =-2.5kN
w X
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4)

Déterminons les efforts d'extrémités de I'élément 2 :

2
F2] (2 —2u —F% /
X2 — 4 103 2
F2 . -2 2 u \
L " x3_| L ALY3
F2 ] 2 —2770,9375 P
F ~270, ¢
FZZ =4.10° o 0625} / By X
X3 y
L _ L AL U /
Fo | a1 2 ~2[09375]_, oo 2x09875-2x0,625 ]_[ 2500
F2| " |-2 2] 0625 —2x0,9375+2x0,625| | —2500

L'élément est donc soumis a un effort de compression de 2,5 kN

2500 N 2

pd

La contrainte vaut pour tout point:

Ve

N

X

A

_ —2500
2x10

o =-125MPa

XX

2500 N
La déformation associée vaut :

O-XX

_ -125

5105 - 625.10°°

5

XX

24
; /

La matrice d'interpolation des déplacements [A] en traction-compression est :

A== X]
u(x) =[A]D?] u(x) =[ _% ﬂ[ﬂj

i) -

u
F 5} 21=0,78125mm
2 2| u,
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PROBLEME N°18

/—@ Avant d‘appliguer la charge horizontale P un jeu "j" existe entre
/_@ l'extrémité droite de la poutre et /'appui de droite. La poutre est
? ( ) 2 _p‘;m »X modélisée par deux éléments "poutre” et trois neeuds.
A 1°) Déterminer sous forme littérale les matrices de rigidité
A 1l €lémentaires et la matrice de rigidité totale en fonction de L, E et A
) L - 2 (mettre 2EA/L en facteur).
N e 4 2°) E=2006Pa, A=5cm2, L=Im et P=100kN. Calculer:

a) Le jeu "j" pour que la poutre arrive juste en contact avec la liaison de droite.
b) Le jeu "j" pour qu'un /'effort de compression de 10kN s 'exerce dans /'élément 2.

REPONSES N°18

1°)
Discrétisons la poutre en 2 éléments et 3 nceuds . Dans notre cas les axes locaux et globaux
coincident. Chaque élément, compte tenu du chargement, n'est soumis qu'a des efforts

normaux. Chaque nceud admet un déplacement u suivant x.

1 -1
La matrice de rigidité élémentaire en traction-compression [ke = %{ - ]r‘elie les
[ 7 oy 7 INd V4 ’ erl EA 1 _1 Ul
efforts d'extrémité de I'élément et les déplacements des nceuds e 1T 0121 1w
X2 - 2
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Calculons les matrices de rigidité élémentaires.

Elément 1 :

[kl:%_l _}

{Ffz}_ 2EA[ 1 - }[uz}
F2| L [-1 1]y,
Détermination de la matrice de rigidité K de la structure :

Procédons a I'assemblage des 2 matrices de rigidité élémentaires :

_2EA _2EA
-2

[K]: 2EA

L

0
1°)

poi: [P]=[K]D]

_2EA
L

0
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a) Jeu "j" pour que la poutre arrive juste en contact avec la liaison de droite.

Appliquons les conditions limites :

FXl

La résolution des équations 2 et 3 du systéme nous permet de trouver u, et us.

2EA
P="""(3u,-u,) s 2x200.10°x5.107
2E|:A 100.10° = 1000 (3u, —u,) U, = U, = 0.25mm
OZT(—u2+u3) —u,+U, =0
J=0,25 mm
b) Le jeu "j" pour qu'un effort de compression de 10kN s'exerce dans |'élément 2.
Appliquons les conditions limites :
La résolution des équations 2 et 3 du systeme nous permet de trouver u; et us.
2EA PL 9PL
P=——(3u,-u ——=3U,—-U Uy =———
|_(2 ) 2EA % 7 ?  40EA
—E:ZE—A(—u2+u3) —i:—u2+u3 uszﬂ:0,175mm
10 L 20EA 40EA
J=0,175 mm
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PROBLEME N°19

Ce probléeme est le méme que le probléeme 9 qui a été résolu par la méthode de

MAXWELL -MOHR.

Les barres (1) et (2) de méme section droite A et de méme
matériau) sont articulées en 1, 2 et 3. Une force verticale P
est appliquée en 2.

1°) Déterminez les matrices de rigidité élémentaire des
deux éléments en fonction de E, A et L et dans le repére
global X.,Y. Ecrire ces matrices sous la forme :

K1=E0 k-2 EA

2°) Déterminez sous forme littérale la matrice de rigidité
de la structure dans le repere global X, Y. Ecrire cette
matrice sous la forme :

-]

K=&

3°) Calculez (en mm) le déplacement horizontal et le déplacement vertical du noeud 2 pour A=
lcm?, E= 200 GPa, L= 2m, P= 10kN et la valeur (en kN) des réactions sur les nceuds 1 et 3.

4°) Calculez les efforts axiaux dans les éléments 1 et 2.
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REPONSES N°19

1°) Matrices de rigidité élémentaire des deux éléments en fonction de E, A et L et dans
le repéere global X, Y.

Le probléme est a 2 degrés de liberté, ux suivant X et vy suivant ¥ ( X,Y étant le repére global

)
Elément 1 :
Dans les axes locaux xy
EA| 1 -
[}, = T[—l 1 } {
F. Ky L|{-1 1 |u, ;
Dans les axes globaux XY 1 f 2
1 0 -10 — — > X
] _EA[{0 0 0 0 Fx1: L :sz X
* L|-10 1 0
0O 0 0 O
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Elément 2 :

EA

[kz]/xy =T 5 L\/_

Dans les axes Iocaux xy

—1

-1 1

:

2

Fx2

2
x3 Ixy

EA
T2

:

1
1 1

[

A

Dans les axes globaux XY

Nous devons calculer [A] la matrice de
transformation,car pour I'élément 2,
les axes locaux et globaux ne coincident pds :

S
[ﬂ]__cose sind 0 0
__ 0 0 cosd sind
[/1]_};05135o sin135° 0 0 W 135°
) 0 cos135° sin135°]
L F2,,
11 0 0
-2 y
210 0 -1 1
10
1 0|EA[1 -1]42[-1 1 0 0O
k? | v="[2]Kk* |, [2 ]y =32 —= -
[ ]X,Y [][ ]x,y[] [ ]X,Y 210 -1 L\/E -1 11210 0 -1 1
0 1
-1 0]
] CEAV2|1 Of1 -1-11 0 0
Y7L o -1 -1 1]JJ0 0 -11
0 1
-1 1 1 -1 -1 1
,1 EAV2|1 -1-1 1 0 O] ;] _N2EA-1 1 1 -1
[k]x,vz—l “1l0 0 -1 1 [k]XY_4L—1 1 1 -1
1 1 ' 1 -1 -1 1
2 2 2
4 4 4 4
2
k] _EAl 4 4 4 4
S (R
4 4 4 4
2 2
| 4 4 4 4 |
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2°) Matrice de rigidité de la structure dans le repére global X, Y.

Procédons a I'assemblage des 2 matrices de rigidité élémentaires :

[P]=[K]D]

dI' XY

0
|
e 0.0} 0.___0!
Fa T, 2!
Fr = D) == =
F| _EA 2 2!
=—1 0 | - —
FYZ L L 4 4 |
T T
F N2 q2
- °0 T
F | |
L " Y3 _l/xy ; : \/E \/E :
i 4 4l
10 -1 0, 0 0
| |
0.0 __ 0.___0. 0 __0
LLooV2 0 N2 2 W2
-1 01 @+~ === 2=
| 4 4 1 4 4
EAl ol Y2 V21 42 2
N i 4 4 4 4
0 0l Y2 Y20 V2 2
: 4 4 1 4 4
00l Y2 N2t 2 2
i ! 4 4 1 4 4

/XY

JIXY

IUTB-LYON1-GMP-DDS

Page 79




TD-2A-S4-F412

La résolution des équations 3 et 4 du systéme nous permet de trouver ux. et vy,.

0-FA[, 2 2), 2, N2 A2
X2~ "4 Vyo 0= )sz T \o
- f N2, . 200.10° ><100><f
L 4 Uy, 4 Vv -10" = 2,103><4 (_uX2+VY2)
J2 \/_
0=(+ )sz T Y2 Uy, =—=1mm
~10%x2. 103><4 » v, = —3,828mm
200.10°x100xv2 2 2
Ouz= -1 mm
oyz= -3,83 mm

Réactions sur les neeuds 1 et 3 :

10, -1 0 0 0
| |
T 0.0l 0 _ 0l 0 __0fF ¢ -
- g N2y N2 N2 42
R ~1 0] (@1+¥5) Mer_ N2 N2
o | 41 4 4
0 | il o o] V2 J2| d2 2|
o N I L4 4l 4 " 4|-388
Fys 0 0! N2 V2 V2 2] o
F | 4 4 1 4 4| o
R S R AP Al
i 4 4 4 4]

1
I

1 0 =1l 0 0 0
| |
r . 0_0] 0 0] 0 O 7 4
Fo, | |- T booo o2 0 =
. L2 iR o
K. -10 ! (1+T) a0 T4 4 0 F,=0
O | i g ol N2 NEZ NZ _JE| -t 1042 g2
=10 0 0 _Ne  Ne, Ne  Ne F; =10 3,83
-10° | " i 4 4.1 4 4 |-383
F W2 V21 V2 V2 g f f
- 00 < T h Ta| o | [Fem10| - rsesy
SR PO R ) S
L ! 4 4 1 4 4 |
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4—2
10 KN’ Fu= 10 kN
Fy1=
Fx3= -10 kN
Fy3= 10 kN
10 kN
4°) Efforts axiaux dans les éléments 1 et 2 :
Dans les axes locaux xy
EA| 1 -
k =
[ ]/Xy L |: 1 1 :|
= EA[ 1 - 1
|:F12:| B L |: 1 1 i| 1 f 2 X
Xz _l/xy _’%_’
Les axes locaux et globaux coincidant : L Fly2

A

Ux1=Ux1 et Ux2=Ux2

I E R EE

L'effort normal dans I'élément 1 est un effort axial de compression :

y

f 1

NI = —10kN

1
ﬂ
10 kN|
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Elément 2 :
Dans les axes locaux xy 2

k2], = EA[1 -1] F=
YLV2[-1 1 5
Fal, LV2[-1 1 Ju,
Les axes locaux et globaux ne coincider

il nous faut calculer :
Uyx2 et Ux3

Utilisons la relation : [De]xyy = [i][De]x Y

Avec [A] trouvée précédement :

[ﬂ]—ﬁ -11 0 0 > X
210 0 -1 1
Uy, [/ -1
U,| ~2[-1 1 0 0]w,| +2[-1 1 0 0]-3828| .2[-2828
Us| 210 0 -1 1fu,| 2|0 0 -11] 0o | 2| o0
VY3 L 0
2 1 -1 ‘af1 - ~2,828] 1 -1-282
poa: | 2| =EA e | 107 J2[-2828 =5.10° -
F2l,., Lv2[-1 1]u,| 2]-1 1]2] o0 -1 1] o0
Xy -

kN

L'effort normal dans I'élément 1 est un effort axial de traction :

N =1414kN
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PROBLEME N°20

Ce probléme est le méme que le probléme 12 qui a été résolu par la méthode de
MAXWELL-MOHR.

P=12kN, L=1m, E=2006GPa, la section est

Y un rectangle de 80mmx37.5mm.
L L
¥ P 1°) Déterminez sous forme numérique (en
z _l_ﬁ 1 2 3 . x N/m) la matrice de rigidité de la poutre
L6 \m \@ ci-contre (discrétiser en deux éléments

de longueur L et trois noeuds).
2°) En déduire les valeurs numériques de v, (en mm), de 0,,, 0,3 (en rd) et des réactions sur les
noeuds 1 et 3 (en kN pour les forces, Nm pour les moments). Tracez le diagramme des

moments fléchissants sur les éléments 1 et 2.

3°) Calculez la fléche (en mm), la déformation axiale maximum et la contrainte de flexion
maximum (en MPa) au milieu de I'é¢lément 2

REPONSES N°20

P=12kN

Le probleme est hyperstatique externe de degré 1.
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1°)

Discrétisons la poutre en 2 éléments et 3 nceuds :

Y

Neeud 3

Dans notre cas les axes locaux et globaux coincident.
Chaque élément, compte tenu du chargement, n'est soumis qu'a un cisaillement de flexion.

Chaque nceud admet un déplacement v suivant Y, et une rotation 6 suivant Z .
La matrice de rigidité élémentaire en flexion dans le plan XY :

12 6L -12 6L
[ke_EIZ 6L 41> -6L 217

°|-12 -6L 12 -6L|
6L 2L*> -6L 4L’

Elle relie les efforts d'extrémité de I'élément et les déplacements des nceuds

F 12 6L -12 6L v,
M| EI|6L 4L° -6L 21° |6,

F,| L |-12 -6L 12 -6L|v,
M¢, 6L 2L° -6L 4% |46,
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Calculons les matrices de rigidité élémentaires.

Elément 1 :

12 6L -12 6L

[kl]= El, | 6L 41> -6L 217
°|-12 -6L 12 -6L

6L 21> -6L 4L’

12 6 -12 6 (12 6 -12 6
| = Fle 4 -6 2 6 4 -6 2
] - 20040°x37510 x(80.10°°f - e]=3210
12 ~12 -6 12 -6 ~12 -6 12 -6
6 2 -6 4 6 2 -6 4
Fl 12 6 -12 6 v
M 6 4 -6 2|0
*1=3210° “
3 12 -6 12 -6V,
ML, 6 2 -6 46,

Elément 2 :

12 6L -12 6L

[k2]= El, | 6L 41> -6L 217
®|-12 -6L 12 -6L

6L 2L -6L 4L°

12 6 -12 6

k]=32108 ° 4 % ¢
12

6 2 -6 4

F?, 12 6 -12 6y,

M2 6 4 -6 2|0,
?1=3210° )

F2 12 -6 12 -6 v,

M2, 6 2 -6 4]0,
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Détermination de la matrice de rigidité K de la structure :

Procédons a l'assemblage des 2 matrices de rigidité élémentaires :

12 6 12 6

kl-s210°0 ° = =2
PR b
62 5l

[K]=3.210°

pou: [P]=[K]D]

=3.210°

2°)

—
=

(2)
) |-3210° 8
= (5)
0 (6)

La résolution des équations (3), (4),et (6) permet de trouver les déplacements :

V, =—2.7344mm 9,=-1171910° @, =+4.687510"rd
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R, (12 6 !-12 610 0 0

M, 6 41-6 210 0 0
-12000) _—_1_2__1%_{_2_4"_?)"5_35__6_ —2,7344.10°

0 6 210 81-6 2|-1171910°

Fs 0 01-12 —6112 -6 0
0| 0 016 2i-6 4] 4687510°

La résolution des équations (1), (2).et (5) permet de trouver :

F,, =8.25kN F,; =3.75kN M,, = 4500Nm

P=12kN

4500 Nm

F ] (12 6 -12 67
VE 6 4 -6 2
Fl1 =Sz 12 =6 12 =6

y2

ML, 6 2 -6 4

F) | (12 6 -12 6
VE 6 4 -6 2

2l=3210°| [ )
F 12 -6 12 -6
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F. 12 6 -12 6 v,
M? 6 4 -6 2|0,
S Rl IR P R P
y3 3 MZ
M7, 6 2 -6 4]0,
(F, | (12 6 -12 6 [-27344
M? 6 4 -6 2 |-11719
2 1=32.10° 107
Fj -12 -6 12 -6| 0
M7 | | 6 2 -6 4| 46875

F’ =32.10°(12x(~2,7344)+6x(~11719)+ 6% (4,6875)110°°
M2, =3,2.10°(6x(—2,7344) + 4x (—11719)+ 2x(4,6875).0°°

M2 =3,2.10°(6x(~2,7344)+2 4— 11719)+ 4x(4,6875)10°

F2y,=-3750 N

M?2,=-3750 mN (‘
~ Elément 2

3750 Nm

F’ =32.10°(-12x(-2,7344)— 6x(-11719)— 6x(4,6875))L0"°

F;1 =3,2.10°(-12x(~2,7344)+ 6x(-11719)p0° F, =8250N
=3,2.10°(-6x(~2,7344)+2x(-11719)10°° M2 = 4500mN
=82, 105(12>< —2,7344)-6x(-11719))10°° F, = —8250N
Miz =3,2.10°(-6x(—2,7344) +4>< (-11719)10°° M, =3750mN
F'y1=8250 N
Fly.=-8250 N
M'2;=4500 mN w 2223750 mN

F2 =-3750 N

Mfz —3750mN
F%=3750 N
MZ =0

F2y3 = 3750 N

(Mz)
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3°)
Fléche :

La matrice d'interpolation des déplacements vaut :

x> 2x8 2x> X8 x> 2x° x2 X3
Al=|1-22 28 -2 2 22 B8 v(x) =|A]D®
[ ] |: L2 L3 L LZ LZ L3 L L2j| ( ) [ ][ ]
V2
v(x) = 1—3XZ+2X3 X_2x2+x_3 g 2 —X—2+X—3 O
L2 L3 L |2 L2 L3 L L2 V,
923
Pour X:L et L=1Im [A]= O
2 2 8 2 8
—2.7344
-1.1719
vy 11 10 = 24.10°m = 2.1mm
2 2 8 2 8 0
+4.6875
Déformation:

La matrice d'interpolation des déformations vaut :

B[S 4.8 8 i 2.6

+ —t— ——
I L L I L L
D'ou
V2
[ 6 12x 4 6x 6 12x 2 6x} 0,,
Cx="Y~"gv @ T 7z Tz 8 72
L L L L L L L L v,
023
L
Pour : X= £} L=1m y = +40mm
—2.7344
-1.1719
£,=40040 -1 0 1 0 10°° &, =+2,3466.10"
+4.6875
Contrainte :

o, = Eg,, =+46.9MPa
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3. METHODE DES DEPLACEMENTS OU DE LA RIGIDITE DE LA

STRUCTURE :

FLEXIBILITE ET RIGIDITE D'UNE STRUCTURE :

1 P2
A
D> D

. ¥

[PER P .. R
[pE[D, D, .. DJ

La relation de flexibilité
s'écrit:

[o] = [f]P]

La matrice symétrique
[f] est la matrice de
flexibilité de la
structure.

Les termes f;; de la matrice de flexibilité se calculent par la méthode de la "charge

unité".

On rappelle la signification physique d'un terme f;; de la matrice de flexibilité [f]:

fi (déplacements)

associé a P;
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L'énergie de déformation élastique (Was=Wext) se calcule en fonction de la matrice

de flexibilité par :

1,
Wdéf ZE [P][f ][P]

En inversant la relation de flexibilité on obtient :

" =

Posons:

La matrice symétrique [k] est la matrice de rigidité de la structure.

[IP1- Io]]

Les termes k;; de la matrice de rigidité peuvent se calculer par la méthode du

"déplacement unité".

1= [F1° [0}

ki (charges)

/

associée a D;

Pl k11 k12 k1| D1 =1
Pz _| "2 kzz 2i Dz =
Pi kll I(i2 ku DI = O

>

\i:kll
D1=1

\

AN

P2=k2

/D2=O

Di=0

Pi=ki1

N
o

L'énergie de déformation vaut alors, en fonction de la matrice de rigidité [K] en

remplagant [P] par [K][D] dans w,, %‘ [PIt]P] :
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W, =PI KIo] Soit, puisque  [kI]=[1]

1,
W, =§ [D][k ID]
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4. METHODE DES ELEMENTS FINIS :

4.1. Principe de la Méthode :

Pour une structure de géométrie complexe les méthodes de résolution exposées
précédemment : méthode de MAXWELL-MOHR (méthode de la charge ou du
déplacement unité), méthode de CASTIGLIANO sont difficiles voire impossibles a
appliquer. Ces méthodes manuelles de calcul ont ét+é établies au milieu du XIX®
siecle.

Au milieu du XX° siecle I'apparition des premiers ordinateurs a permis le
développement d'une nouvelle méthode numérique de calcul sous I'impulsion de
COURANT, ARGYRIS, TURNER et de bien d'autres : la "Méthode des Eléments
Finis "(MEF).

La méthode des éléments finis est une méthode numérique inverse « type
déplacements» (donc apparenté a la méthode de rigidité) de résolution des
problémes d'élasticité. Dans une méthode du « type déplacement » on contourne la
difficulté, voir lI'impossibilité de la résolution directe d'un probléme d'élasticité de
la fagon suivante :

1°) On se fixe la forme des 3 déplacements u,v,w d'un point P appartenant a
un milieu continu en fonction de ses coordonnées x, y et z.

2°) On calcule les inconnues restantes :
[¢] par dérivation de [u].
[c] par les lois de LAME a partir de [e].
3°) On vérifie, a posteriori, les équations restantes : les équations d'équilibre
local.

4°) On vérifie enfin, a posteriori, les conditions aux limites en contraintes et
déplacements.

La résolution d'un probleme d'élasticité de cette fagon est donc toujours possible
mais généralement les équations d'équilibre local ne sont pas satisfaites de partout
et les conditions aux limites non plus. La solution du probléme n'est donc
qu'approchée (avec une bonne approximation quand méme !).
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Cette méthode numérique s'effectue en quatre étapes principales :
> 1% étape :
Le maillage de la structure (découpage en éléments).
> 2°™ étape :
Le calcul de la matrice de rigidité [k°] d'un |I'élément libre "e".
> 3%m étape :

Le calcul de la matrice de rigidité [K] globale de la structure par assemblage des matrices

rrrrrr

> 4°™ étape :
La résolution du probléme qui consiste principalement a inverser la matrice de rigidité
réduite [Kr] de la structure.
Considérons la structure plane de la figure ci-dessous.

lére

étape :

Maillage de la structure :

N /A

>

e
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Le milieu continu "S" est découpé en un certain nombre de morceaux "e" de forme
géométrique simple (des triangles par exemple si la structure est plane) de telle maniére
que la réunion de tous les morceaux recouvre le plus exactement possible la structure.
Cette opération s'appelle le maillage de la structure. Chaque morceau "e" est un
élément. L'élément est considéré comme un milieu continu. Les dimensions des éléments
sont finies et non infinitésimales au sens du calcul différentiel. D'ot le hom de la

méthode : Méthode des "Eléments Finis" (MEF).

Les éléments sont connectés entre eux par des noeuds (les sommets des triangles
par exemple). Les noeuds qui sont des points matériels possédent 6 degrés de
liberté dans I'espace (les trois translations et les trois rotations) :

"ol =[u v w 6, 6, 6,]

Attention, un point Py pris dans |'élément (qui est considéré comme un milieu
continu) possede trois déplacements :

Mul=[u v w]

Les déplacements de tous les nceuds de la structure sont les
inconnues du probléme.
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La forme de I'élément est fonction de la dimension du milieu continu & mailler.

Dimension
du Milieu Milieu Eléments
D! 1/'
1 Poutres
Poutre droite
Plaques
ou
2 membranes
Triangle
quadrangle
3 Volumes
tétraédre hexaedre
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Exemples de maillage :

Poutre

Eléments

» . N

noeuds

Plague-Membrane

IUTB-LYON1-GMP-DDS
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Le déplacement u(P,) d'un point de I'élément et les variables en ce point
Po de I'élément sont fonctions du type de probleme (la dimension du milieu

continu).
Dimension Nombre de composantes variables
du milieu Milieu pour u(F,) locales globales
1 Poutres uv,w Xe X
Membranes uyv
2 xe,Ye le
Plaques w
3 Volumes uyv,w Xe,Ye,Ze XYZ

Xc.y.Z. est le repére local de |'élément.
XYZ est le repére global de la structure.

2°™ étape :
Calcul de la matrice de rigidité d'un I'élément libre "e":

On calcule alors de la matrice de rigidité [k®] d'un élément libre "e" (un élément
libre est un élément isolé de son contexte et qui n'appartient pas par conséquent
a une structure en équilibre). Cette matrice de rigidité élémentaire est
généralement calculée dans le repére local x.y.z. de I'élément. On montrera par la
suite que [k°] se calcule par une intégrale sur le volume de |'élément :

ke]= [ '[B]cIBHV

Ve

[C] est la matrice des constantes élastiques du matériau et [B] la matrice
d'interpolation des déformations dans I'élément
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3°m étape :
Calcul de la matrice de rigidité de la structure :

Les différentes matrices de rigidité élémentaire sont alors assemblées afin
d'obtenir la matrice de rigidité [K] de la structure. Cette opération s'appelle
|'assemblage. Elle s'effectue en écrivant que |'énergie de déformation élastique
de la structure discrétisée vaut :

Wdéf = zwdi'zf

éléments

Relation dans laquelle Wy, est |I'énergie de déformation élastique pour un élément,

qui se calcule par :
e 1 e e e
W :Et [D ][k ][D ]
[D®] est un vecteur contenant les déplacements des nceuds de |'élément.
1 1 e e e
2 PKIbl= 5 2'[pe [k Jo]
éléments

L'identification membre a membre de cette expression permet la "construction'
(on dit I'assemblage) de la matrice de rigidité globale [K] de la structure. On
obtient finalement un systeme matriciel de la forme :

[Pl = [K[D]

La matrice symeétrique [K] est la matrice de rigidité de la structure.

Elle relie les forces nodales [P] appliquées sur les nceuds de la structure (y compris
les réactions isostatiques et hyperstatiques) et les déplacements nodaux [D] qui
sont les inconnues du probléme. Notez qu'un certain nombre de déplacements
nodaux sont nuls (aux appuis) et qu'ils ne font pas partie par conséquent des
inconnues du probleme.

Cette transformation du milieu continu en un milieu discret de points matériels
(les nceuds) remplace |I'étude d'un milieu continu, comportant un nombre infini
d'inconnues, en |'étude d'un milieu discret ne comportant plus qu'un nombre fini
d'inconnues. En effet, le milieu discret possédant un nombre fini de neeuds, il y a
donc un nombre finis d'inconnues : les déplacements (u, v, w, 0x, 0y, 67) de tous les
nceuds. Leur nombre donne I'ordre de la matrice de rigidité [K] de la structure.
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4% étape :
Résolution du probléme.

La résolution consiste a inverser la matrice de rigidité réduite [K .]. La matrice
de rigidité réduite est obtenue a partir de la matrice de rigidité [K]de la
structure en enlevant les lighes et les colonnes qui correspondes aux appuis. Aprés
inversion, le systeme numérique se présente alors sous la forme :

bl =K..I"[P]

Cette relation donne les déplacement nodaux non nuls [D], que I'on réinjecte dans le
systéme général [P]=[K][D] pour calculer toutes les réactions (isostatiques et
hyperstatiques). On déduit ensuite les déplacements, les déformations et les
contraintes dans |'élément.

4.2. Interpolation polynomiale :

Pour calculer, par la suite, la matrice de rigidité d'un élément libre, il faut au
préalable chercher |'expression du déplacement U(P,) d'un point Py de I'élément

en fonction des déplacements des noeuds de |'élément. Ce probléme, d'une
importance capitale, consiste a "interpoler" le déplacement u(P,) d'un point Py de

I'¢lément en fonction des déplacements des nceuds de I'élément. La fonction
d'interpolation, sous forme d'un polyndme, peut €tre choisie en concordance avec
la théorie (pour les poutres par exemple) ou de fagon "plus ou moins approchée"
pour les autres structures. Le nombre de variables et le degré du polynéme
d'interpolation sont conditionnés par :

- La dimension du milieu pour le nombre de variables.
- Le nombre de nceuds de I'élément et le nombre de degré de liberté par
nceud.

4.2.1. Le nombre de variables du polynome d'interpolation dépend de la
dimension du milieu :

1°) Milieu de dimension 1 (poutres) :
Le polyndme est fonction d'une variable x :

Nbre de termes” d° du polynome Interpolation

1 1 0]

X 2 1 linéaire

x? 3 2 quadratique

x> 4 3 cubique

x* 5 4 quartique
co@FConnl
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Exemple : interpolation linéaire

L'interpolation linéaire consiste a approximer une courbe donnée entre deux points
par une droite passant par ces deux points.

u |Ju réel

uz

=

> X
0 X L
L'équation de la droite est de la forme :
u, —u
U=aqa +a,x u=u, +—2+—=1x

L'équation précédente peut aussi s'écrire sous la forme typique utilisée en
éléments finis :

X X X X
u= (1_I)u1 +Iu2 = Nl(x)ul + Nz(x)uz Nl(X) = (1_E) et Nz(x) :I

Le déplacement u s'écrit sous forme matricielle :

u =[N, (x) Nz(X)Hl} us= [ALH

Les fonctions N,(x) et N,(x) sont appelées fonctions d'interpolation.

La matrice [A] = [NI(X) Nz (X)] est la matrice d'interpolation des
déplacements.

4.2.2. Le degré du polyndme d'interpolation dépend du nombre de nceuds de I'élément et le
nombre de degré de liberté par neeud :
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Elément poutre droite a 2 nceuds :

Les sollicitations traction, torsion et flexion dans les plans principaux d'inertie
xy et xz peuvent se traiter séparément.

- Traction/compression :

X

2 déplacements nodaux
connus u; et u, = 2
X constantes o, a

rd .
u(x) « déterminer pour u(x).
o — O— >
Noeud 1 Po Neeud 2 u(x) = a, + a,x

L'interpolation est linéaire comme dans la théorie des poutres.

- Torsion :

2 déplacements nodaux

0 X connus 0, et 0, = 2

x1 ex exz ) z .
constantes o; a déterminer

lﬂ—ﬂ—»" pour interpoler 6.

Noesud 1 Po Neoeud 2

0,(x) =a, +a,x

L'interpolation est linéaire comme dans la théorie des poutres.

- Flexion plane dans le plan xy :

T Déformée de

dv 0,
flexion 0,=— __— S 2

V4 V(X)

ceud 1 Py Neeud 2

A
m
A

4 déplacements nodaux connus vi , 0,1 , V2 , 6,2 = 4 constantes o; a déterminer pour
interpoler v(x).
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V(X) = o, + a,X + o X% + a,x°

L'interpolation est du 3°™ degré comme dans la théorie des poutres.

- Flexion plane dans le plan xz :

Déformée de

I d 0
T flexion 0, = & _— iyz

Y X
y1

[y

m
A

4 déplacements nodaux connus wy, 6,1, w2, 6,2 = 4 constantes a déterminer pour
interpoler w(x).

_ 2 3
W(X) = oy + 0,X + ;X" + X

L'interpolation est du 3*™ degré comme dans la théorie des poutres.
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4. 3. Eléements usuels :

Dimension d° du
du Milieu Milieu Eléments ddi/nceud polyndme
d'interpolation
des
déplacements
1 . 3. 6
Poutres X uv,w 3
poutre droite a 2 noeuds 6xleylez
y
1
X
Triangle a 3 neeuds
y 2
u,v
Membranes x 2
Quadrilatére a 4 neeuds
(Chargement |y
dans x,y)
2 . 2
Triangle a 6 neeuds
—— > X 3
Plaques Triangle a 3 nceuds 3
w IeX ‘ ey
(Chargement
suivant z)
4
» X
Quadrilatére a 4 neeuds
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Dimension d® du
du Milieu Milieu Eléments ddl/nceud polyndme
d'interpolation
des
déplacements
z
3 ‘ 3 3
uvw
Volumes
y
X
hexaédre a 8 nceuds
4.4, Calcul de la matrice de rigidité [k°] d'un élément libre :
On rappelle qu'un élément "libre" est un élément isolé de son contexte (qui
n'appartient pas a une structure en équilibre).
4.4.1. Matrice d'interpolation des déplacements [A] :
Considérons un élément de membrane triangulaire a 3 nceuds.
Ay V3
| Elément """ }—\
Y3
Y ro
Vi /
Y. - ™
VY.
7 I [N
Ui
X 3 1Xo >>(
X
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Il y a 2 déplacements u et v a interpoler et 6 déplacements nodaux connus. Les
polynémes d'interpolation ne peuvent comporter que 3 constantes a.;. Ils seront
donc de la forme :

uX,Y)=a4 +a, X + oY

L'interpolation est linéaire. Les relations précédentes
VX, Y)=a, + X +aY P P

s'écrivent sous forme matricielle :{

u(X,Y)}

1 XY 0 0 0]a
v(X,Y)

00 01X Y]a,

U =a +a, X, +a,Y;
vV, =a, +ta X, +agY,
. u, =0, +a,X, +a,Y,
Pour les 3 nceuds on a les relations :
V, =a, tag X, +a,Y,
U=, +a,X;+a5Y,
Vy=a, tagX;+agY,
Les relations précédentes s'écrivent sous forme matricielle :

ul| (1 X, Y, 0 0 0|
v, 0 0 0 1 X, VY |a L'inversion de cette relation permet donc
u,| |1 X, Y, 0 0 0]a, d'?bfenir' I'expression‘ma’rr‘i.cielle des” ,
= déplacements u et v d'un point Py de I'élément
" 0 0 0 1% Y en fonction du déplacement des 3 noeuds :
Uy | {1 X5 Y5 0 0 0o
(V] |0 0 0 1 X; Yy ]
0
Vl
U(X’Y) N1 0 Nz 0 N3 0 | U2
{v(x ,Y)} { 00N, O N, 0 Ny,
u3
REW

[u] = [A]ID°]

Ni, N2, N; sont les fonctions d'interpolation.
[A] est la matrice d'interpolation des déplacements d'un point Py situé a
l'intérieur de I'élément triangulaire de membrane a 3 nceuds, a partir des
déplacements [D°] des nceuds de |'élément.

o[ O N 0N O
ON ON O N,
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4.42.

4.43.

1
Onmontre que: N, :ﬂ((XZY3 = X.Y,) + (Y, =Y,) X + (X5 - X,)Y)
A est l'aire du friangle. N; et N3 s'obtiennent par permutation circulaire.
1
A=E(X1y23+xzy31+xsy12) avec : Yii =Y, =Y

Matrice d'interpolation des déformations [B] :
Par dérivation de [u] on obtient la matrice des déformations dans I'élément.

[¢]=(o]u]
[D]est la matrice des opérateurs différentiels.

En reportant [u] = [A]D®]dans [¢] = [D]u] on obtient : [8]2 [Q)][A][De]

CHED

[B] est la matrice d'interpolation des déformations d'un point Py dans
I'élément.

Les déformations en un point Py a l'intérieur de I'élément sont donc interpolées a
partir des déplacements [D®] des nceuds de |'élément.

[¢] = [BID>*]

Matrice des contraintes [c] :
La loi de LAME permet de calculer [6] & partir de [¢] : [0']: [C][g]

[C] est la matrice des constantes élastiques du matériau. Compte tenu de

[5] = [B][De], [c]s'écrit:

[6] = [c]B]D°]

Les contraintes en un point Py a l'intérieur de I'élément sont interpolées a partir
des déplacements [D®] des nceuds de |'élément.
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4.4 4. Matrice de rigidité [k°] d'un élément libre :

Dans le cas d'un solide quelconque de volume Vo, le travail de déformation se
calcule par :

77172

1
Wde’f = IE(O-xxgxx + O-yygyy +0,& +O_xy7/xy +O_yz}/yz +O—zx7/zx)dv
Vo

1
Soit sous forme matricielle : Wy, = .‘-Et [G][g}jv
VO
Compte tenu que [+]=[c]B]D?] et que [¢]=[B]D°]. le travail de déformation dans
I'élément se calcule par (V. est le volume de |'élément) :

Les déplacements nodaux [D®] étant constants W s'écrit :

wg, - [2D}elcTelor kv or wi, = o fe]or]

V,

e

On obtient en identifiant les deux expressions de Wy |'expression de la matrice
de rigidité élémentaire :

k<] = [ "[BIcIBlav

Ve

Cette relation permet de calculer la matrice de rigidité [k®] d'un élément libre a
partir de la matrice [B] d'interpolation des déformations dans I'élément et de la
matrice des constantes élastiques [C] du matériau.

- La matrice de rigidité élémentaire [k°] est symétrique ([C] est symétrique)
t
(3 { jt[e][c][s]dv} - ['BIcTskv =[]
v, v,
- La matrice de rigidité élémentaire [k°] d'un élément libre est singuliere (son

inverse [k°]! n'existe pas), car I'élément libre n'appartient pas a une structure en
équilibre (mouvement de corps rigide possible).
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4.4.5. Matrices de rigidité d’un élément poutre droite a deux nceuds

La formulation est faite dans les axes locaux. Les sollicitations traction, forsion
flexion dans les plans xy et yz peuvent se traiter séparément.

Traction-Compression :

A
y
élement e
B . u(x) o |u,
— — ~ > X
e
X
X2=L 1

Rappels théorigues :
La théorie des poutres en traction uniaxiale montre que :

1°) Le déplacement axial u(x) des sections droites est proportionnel a I'abscisse x
de la section.

_du
) *dx
3°) La loi de LAME [c] = [C]€] se réduit & o, =Eeg,,, donc [CI-E.

2°) La déformation axiale vaut ¢,

- Calcul de [A], matrice d'interpolation des déplacements :

La fonction d'interpolation du déplacement u(x) est linéaire.

u(x) = o +a,x u(x)=[1 x{al}
a,
u@) =u, =g ulL)=u, =, +a,L

u 10 1 0]y
Y= “ L'inversion de cette relation donne : % 1 1|
U] 1 Lja, o] |77 TIw
u(x)= [1 X{Zj s'écrit: u(x) = {1_% %}Bj
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u(o=[Alp*]  avec: [Al= [1_% ﬂ

[A]=[N,(0 | N,(0)] u(x) =[N,(x) | Nz(x{ﬂ

N, (x) et N,(x) sont les fonctions d'interpolation. La matrice
[A]=[N,(x) N,(x)] est la matrice diinterpolation des déplacements.

- Calcul de [B] :

La matrice des opérateurs différentiels se réduit a:

1 1
2]- 4 [B]=[o]A] d[l_z AJ [B]{—I d

x| L L

[B] est la matrice d'interpolation des déformations.
- Caleul de [€]. [C]=E

- Calcul de [k°] :

[k*]- [[BI[cTBlav

1 11
k)= e[ - [—% Hdv=E U Llfav or  [av=AL estle
“lL N b

volume de I'élément.

k-2

La matrice carrée symétrique [k®] est la matrice de rigidité d'un élément libre en
traction-compression (ou matrice de rigidité élémentaire en traction-compression).
Notez que la matrice de rigidité élémentaire [k°®] est singuliere (son déterminant
est nul si additionne les 2 lignes ou les 2 colonnes). Elle relie les efforts
d'extrémité de I'élément et les déplacements des noeuds

Bl e kel

Fo| L[-1 1]y,
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Torsion des barres a sections droites circulaires :
Rappels théorigues :
La théorie des cylindres en forsion montre que :

1°) La rotation 6« des sections droites est proportionnelle d I'abscisse x. de la
section.

Par conséquent, les déplacements v et w d'un point
Po d'une section droite située a l'abscisse x valent :

6, |0
ﬁzéXAG—P[;: 0 Aly
0 |z
u=0
[u]=|v=-z0,
w=yo,

2°) La distorsion des génératrices (la déformation de torsion) vaut :

maxi
X

= p0.
L POy

y=p
3°) La loi de LAME [c]=[C]e] de réduit & r =Gy, donc [C]=6.

On constate donc que les déplacements v, w d'un point Py de I'élément, la
déformation y et la contrainte de torsion t ne dépendent que de la rotation 64 de la
section droite. Nous allons donc prendre ce parametre pour traiter la torsion.

y L N
élément e
n. O g o) B
! > X

nceud 2

X2=L
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- Calcul de [A]
La fonction d'interpolation la rotation 6(x) est linéaire. 0(X) = oy + a,X

Un raisonnement identique a celui de la traction-compression conduit a :

o9 - (A0 A= {]

0,
[A]=[N, ()| Ny(x)] u(x) = [N,(%)| Nl(x)L;}

X2
N, (x) et N,(x) sont les fonctions d'interpolation.

La matrice [A]: [Nl(x) NZ(X)] est la matrice d'interpolation des déplacements.

- Calcul de [B]
. d d d 1 1
= pb, = p—6 =p— Bl=p—[Al=p|-— | =
r=pl=pi0,  [l=pd el-p a1 | 1
11
Bl= ol —— l
[B] p{ - J
- Calcul de [C] [c]=G
- Caleul de [k [k¢]= [[B][CIBlav
Ve
_1 1 _1 1 _1
el L 1 1 _ L2 Lz B L2 LZ L
lk ]_Vjep2 B [_f E};lv_e S [prdv =0 S [, pdA[ dx
e L 2 2] T
Compte tenu que I pdA =l et OL dx =L
S

M P N SR

La matrice carrée symétrique [k°] est la matrice de rigidité d'un élément libre en
torsion.
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Flexion dans le plan xy :

Rappels théorigues :

La théorie des poutres en flexion montre que :

1°) La fleche v est une fonction du troisiéme degré en x.

2°) En flexion (comme en traction) la

e
Fy1

u
ty ~ déformation axiale &, vaut ¢ = (;_u
X
p y Les sections droites restent
0 perpendiculaires a la ligne moyenne
déformée (les sections droites sont
T indéformables). Donc :
v(x) u=-yo,
> 0 _av Par conséquent :
Po todx
y X —
= dx
du d*v
X > 0 2y
g P T Vae
3°) La loi de LAME [c]=[C]¢] de
réduit a o,, = Ee¢,, donc [C]=E.
y Déformée de
r d =
flexion 0, = dii _— ie g
V1
Neoeud 1

[y

- Calcul de [A], matrice d'interpolation des déplacements :
La fonction d'interpolation du déplacement v(x) une fonction du troisiéme degré.

V(X) = a, + a, X+ a x> +a, X}

Compte tenu de ¢, _dv

dx

IUTB-LYON1-GMP-DDS

v(x):[l x x2 X

0, = a, + 20X + 30, X

vi0)=v, =,

V(L) =V, =, +a,L + a,* + o,

0,0 =60, =a,
0,(L)=0,, = a, +20,L + 3,1
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v] [t 0 0 07«
Les 4 relations s'écrivent sous forme matricielle:( ¢, |_|0 1 0 0 ja,
w1l Qe
0, [0 1 2L 312|q,
1 0 0 0|
o v,
_ _ _ 0o 1 0 0
L'inversion de cette relation donne : %l | 3 2 3 1|6
a, L2 L L LV,
ol |2 L 2 1|,
L LB L2 R
1 0 0 0 |-
o Vi
0 1 0 0 0
a
v(x):[l x x* x| 7 s'écri‘r:v(x):[l x ¢ .2 2 3 _1)%
(oA L L L LV,
2 1 2 1
% F o7 T oz |
L L L (I
v, |
PO R R R [
L* L L L L? L I (R VA
QZZJ
v(x)=[A]p*]
N T S Ry
N L L R L L

[Al=[NGO | N0 | NyG) | N,]

N, (x), .N,(x) N,(x) et N,(x) sont les fonctions d'interpolation.

Vl
0,
V=[N [ N | NGB [ Na)]
2
622
- Calcul de [B] :
d? d?
gxx:_yd_x\zl [@]:_ dX_2 [B]:[(D][A]
Compte tenu que :
[B]: _y _£+12_X | _i+%| £_12_X | _£+%
I L L > 0 L L

- Calcul de [C] : [C]z E

- Caleul de [k :  |k*]= [[BI[CBlav
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6 12x
EE
4 6X
__+_ —
gy L L2 |_6 12, _4 6, 6 12x = 2 6x
[k]_IEy 6 _12x L2+L3| L' N Ce
ol |
_2, 5
L Lo
. 6 12x,, 36 144x  144x°
k11=EL Y (-t ) AV = E[y’ dAj (+ 5= 5+ s )X
[y da=1,
. 36 725 48X° | El . 12EI
k= {F_ TR L: i [36-72+ 48] ki ==+

On procede de méme pour les autres termes de [k°].
Finalement la matrice de rigidité s'écrit :

(12 6L -12 6L |
ko] EL 6L 42 —6L 2L’

P |-12 -6L 12 —6L
6L 212 -6L 4%

Pl o'

La matrice carrée symétrique [k°] est la matrice de rigidité d'un élément libre en
flexion dans le plan xy. Elle est singuliére (C1+C3=0). Elle relie les efforts
d'extrémité de I'élément et les déplacements des noeuds

Fo 12 6L -12 6L v
MS | EI| 6L 4L -6L 2L° |6,

F,| L |-12 -6L 12 -6L|v
M, 6L 2L° -6L 4L% |0,
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Traction-Compression, torsion, flexion dans les plans xy et zx :

[EAL 0 0 0 0 0 -EAL 0 0 0 0 0
1EL/2 0 0 0 6EL/® 0 1%L/ 0 0 0 6EL />

1EL/C 0 -6EL/> 0O 0 0 -xXEL/* 0 -6EL/> 0

GJL O 0 0 0 0 -GJL o0 0

4EL/L 0 0 0 6EL/> 0  2EL/L 0
] 4EL/L 0  —6EL/L 0 0 0 2EL/L

EAL 0 0 0 0 0
1261/18 0 0 0  —6EL/L?

1EL/C 0  eEL/® 0

SYM GJL 0 0

4E1/L 0
i 4EL/L |
'F ] [EAL 0 0 0 0 0 -EAL 0 0 0 0 0 Tu,]
F 1EL/C 0 0 0 6EL/L> 0 —FL/® 0 0 0 6EL/L | v,
F 1EL/C 0 -6EL/> 0 0 0 -1EL/® 0 6L/ 0 |w,
M GJL O 0 0 0 0 -GJL o0 0 |6,
M, 4EL/L 0 0 0 6EL/> 0 2EL/L 0 |6,
Mg | JELIL 0 —6EL/L 0 0 0 2EL/L |6,
F EAL 0 0 0 0 0 |u,
F 1EL/1 0 0 0 —6EL/L*|v,
F 1EL/C 0  6EL/Z 0 |w,
ME, SYM GJL 0 0 |6,
M, 41 /L 0 |46,
M | 4ELIL |6, |
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4.5. Rotation du repeére dans le plan:

Les matrices de rigidité élémentaires sont définies dans les repéres locaux de
chaque élément (x.,y. pour |I'élément "e").

Examinons ce que devient la matrice [k®] de |'élément "e" lorsqu'on change de
repére et que |'on passe du repere global XY (I'ancien repére) au repére local x.,y.
(le nouveau repére) par la rotation d'angle 0.

Considérons, a titre d'exemple, un élément poutre en traction-compression dans le

plan.
Y
A
"
X
F x2__4 °
= Uy
0
F x1
Ux1 =

Les relations entre les composantes des vecteurs sur les deux repéres sont :

Pour le|vecteur force s'exercant sur le nceud 1 :
e e € o1
F. 7 Fy,cos0+F;sind Fe,q
Pour |e|vecteur déplacement du nceud 1 : Fy4
U, F|Uy,COSE+U,,SiNE 0
local xy global Xy F x4
Fu
On a donc, pour les deux noeuds et pour les forces :| F; | [cosé sing 0 0 | F;
Fo 0 0 cos@ sind|Fy,
FYEZ
local xy global XY
qu
Pour les deux nceuds et pour les déplacements : |u, | |cos@ sing 0 0 | vy,
Uy, 0 0 cosé sind|uy,
VY2
local xy global Xy

Posons :

0] = cosO sinH 0o 0
| 0 O cosO sin®
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[L] est la matrice de tfransformation des composantes des forces des
déplacements.

Nous pouvons donc écrire pour les deux extrémités :

Py =[21P° o |

[De]x,y = [M[De]x,v‘ (2)

Que devient la matrice de rigidité les axes globaux ?

La relation de rigidité dans les axes locaux de I'élément

s'écrit : [Pe]x,y = [ke]x,y[De]x,y

Compte tenu des relations (1) et (2) la relation de rigidité dans les axes locaux
peut écrire :

) o S WP [

On obtient, en multipliant les deux membres de cette équation par '[A] et compte
tenu que :

t[,1_T471
Ul e el fo)
La relation de rigidité dans les axes locaux s'écrit : [Pe]x y = [ke]x ¥ [De]x’Y

ke Ly="Ike ], , [A]

en posant :

4.6. Assemblage :

L'énergie de déformation élastique pour un élément se calcule par :

wg, = [T Jor]
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L'énergie de déformation élastique de la structure discrétisée vaut :

Wi = ZWdeéf

éléments

SPIkIpl- ¥ orfie]or]

éléments

L'identification membre a membre de cette expression permet la "construction”
de la matrice de rigidité [K] de la structure [P] = [K ][D]

REGLE PRATIQUE POUR L'ASSEMBLAGE D'ELEMENTS POUTRES
COLINEAIRES :

L'assemblage de la matrice de rigidité d'une structure s'effectue en additionnant
les sous matrice de rigidité de chaque élément possédant un nceud commun.

- Si le noeud 2 est le nceud commun :

| élément 2 (nceuds 2, 3)|

nceud 2 commun

W
[Neeud 2|[Neeud 3]
k] = EA[ 1 bt ] = BA[Q@) - Tp=2
L|-1 L|-1T 1
Neeud 2
W commun IW'
1 -1 0]
[K] = ETA -1 ‘ — 1| INeeud 2 commun |
o -1 1
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- Si le noeud 3 est le nceud commun :

=N

/—{é/e’mem‘ 2 (nceuds 3,2 |

/ Ynarzua’ 3 commun
“a

[k1]=E_A 1 — 1) Newd7]
L [-1
|Nceud]| |Naeuc/2|
1 0
EA
Kl=—| O 1
k- &
-1 -1

NB. Les neeuds sont toujours classés par ordre croissant dans la matrice.

Neeud 3
commun

-1

fe]- £/,

(Neewd 2 | [Neeud 3]

L

— 1] Wewd 2]

|Naeud 3 commun

4.7. Propriétés de [K] et inversion de la matrice de rigidité réduite [K ]

d'une structure :
4.7.1. Propriétés de [K]:

1°) Elle est carrée symétrique d'ordre (nxN). n est le nombre de degrés de

liberté par nceud, N est le nombre de nceuds.

2°) C'est une matrice "bande".

On constate en effet que plus I'ordre de la matrice [K] est grand, plus la
proportion de termes nuls est grande. L'idéal est de rassembler le plus possible les
termes non nuls autour de la diagonale principale (pour former une "bande") afin
d'améliorer le stockage de [K] et de diminuer le temps de calcul lors de |'inversion
de [K.] (le temps de calcul dépendant du carré de la largeur de cette bande). La
largeur de la bande dépend de la numérotation des nceuds mais pas de celle des

éléments.

% Largeur Maxi = n(d+1)

IUTB-LYON1-GMP-DDS
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Dans la relation précédente « n » est le nombre de degrés de liberté par neeud,
« d » la plus grande différence de numérotation entre deux nceuds d'un méme
¢lément. Si la largeur de bande est optimisée lors du maillage, le stockage de la
matrice (carrée) de rigidité [K] prend moins de place sur le disque (on la stocke
sous forme « redressée »).

# largeur de bande
"—4_ . _ ~ E

O e O o
° °

O e
°

® fermes non nuls

« carrée » « redressée »

4.7.2. Inversion de la matrice de rigidité réduite [K .]:

On élimine tout d'abord dans la matrice [K] les lignes et les colonnes qui
correspondent aux degrés de liberté nuls (les appuis).

Les méthodes numériques d'inversion de la matrice restante (matrice réduite
[K+]), qui peut comporter plusieurs milliers de termes, doivent tirer profit des
propriétés de la matrice réduite (symétrie, largeur de bande minimum) pour
réduire au maximum le temps de calcul et la mémoire utilisée.

Les différentes méthodes d'inversion sont :

1°) La méthode de GAUSS :

La méthode de GAUSS consiste d transformer la matrice réduite en une
matrice triangulaire inférieure par élimination successive des inconnues
dans les différentes équations. On tire la premiére inconnue de la
premiére équation et on remplace son expression (en fonction des
inconnues restantes) dans les autres équations. On est ramené alors a un
systeme de (n-1) équations comportant (n-1) inconnues (1°" échelon de
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GAUSS). On procede ainsi de suite jusqu'a la derniére équation qui ne
comporte plus que la derniére inconnue. On calcule toutes les inconnues en
« descendant » (chaque équation ne fait intervenir qu'une seule inconnue
non déterminée).

Le nombre d'opérations est n®/3 ol n est l'ordre de la matrice.

2°) La méthode de JORDAN :

C'est une variante de la méthode de GAUSS qui consiste a rendre la
matrice réduite diagonale.

Le nombre d'opérations est n*/2 ol n est l'ordre de la matrice.

2°) La méthode de CHOLESKY :
Cette méthode consiste a transformer la matrice réduite [K.] en un
produit [L]'[L] tel que la matrice [L] soit triangulaire inférieure.
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4. PROBLEMES DE SYNTHESE

PROBLEME N°21
1°® partie — L/2 L

A u@"r ;

Considérons la poutre droite ABC hyperstatique ci-dessus. Toutes les liaisons sont des
articulations. La section droite de la poutre est constante et son moment d'inertie de
flexion est noté I, . Le module de YOUNG du matériau est E. La poutre est soumise a un

A 4
A

couple de flexion P; appliqué en B.

Prenez comme inconnue hyperstatique la réaction en C (une force P, dirigée vers le haut

™).

La méthode de résolution est au choix celle de CASTIGLIANO, ou celle de MAXWELL-
MOHR. Dans les deux méthodes I'énergie de déformation due a I'effort tranchant sera
négligée devant I'énergie de déformation due au moment fléchissant. Si vous choisissez
la méthode de MAXWELL-MOHR écrivez l'expression littérale de la matrice de
flexibilité sous la forme :

[f]=E;y[]

Quelle que soit la méthode choisie, CASTIGLIANO ou MAXWWELL-MOHR :

1°) Indiquez quelles sont, selon-vous, les différences essentielles entre les méthodes de
CASTIGLIANO et de MAXWELL-MOHR

2°) Déterminez I'expression littérale de l'inconnue hyperstatique P, en C en fonction de
P; et de L en précisant bien son sens (1 ou { ). Calculez sa valeur numérique en Newton si
Pi= 144 Nm et L=1 m.

3°) Déterminez I'expression littérale de la rotation en B en fonction de P, L, E et Iy.
Calculer sa valeur numérique en radian si la section droite a un moment d'inertie Iy= 0.25
cm* et si E = 200 GPa. y

A

L/2 L

/ Elément 1 Elément 2
C / X

Neeud 1 Neeud 2 Neeud 3

IUTB-LYON1-GMP-DDS Page 123

\ 4
A

£y

2" partie




TD-2A-S4-F412

La poutre de la 1°™ partie est discrétisée en deux éléments "poutre" et trois nceuds. La
longueur L vaut 1m, la section droite de la poutre est constante et son moment d'inertie
de flexion I, vaut 0.25 cm* Le module de YOUNG E du matériau vaut 200 GPa. La
poutre est soumise au couple de flexion C= 144 Nm appliqué sur le nceud 2.

Toutes les liaisons sont des articulations.

On donne la matrice de rigidité d'un élément de poutre de longueur L en flexion

dans le plan XY :
12 6L -12 6L |

[ke]—EIz 6L 42 -6L 212
T3 |-12 6L 12 -6L
6L 27 -6L 47

Attention | La longueur de I'élément 1 est L/2 |

1°) Calculez numériquement (utilisez les unités SI : le metre et le Newton) les matrices
de rigidité élémentaire des deux éléments dans le repére global X,Y sous la forme :

]S

2°) Calculez numériquement (utilisez les unités SI : le métre et le Newton) la matrice de
rigidité de la structure dans le repére global X,Y sous la forme :
EI
[K] = L3z [ ]
3°) Calculez, dans le repére global XY les rotations en radian des noeuds 1, 2 et 3 et les
réactions en Newton s'exercant sur les nceuds 1, 2 et 3.

4°) Calculer en mm la fleche de la section droite située au milieu de I'élément 2.
Calculez d'abord numériquement la matrice d'interpolation des déplacements [A], puis
la fleche.

On donne la matrice d'interpolation des déplacements d'un élément de poutre de
lonqueur L en flexion dans le plan XY :

[A] = [1 _

3x? . 2x3 N 2x? . x3 3x2  2x? x? X3
L? L3 L L2 L? L3 L L2
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REPONSES N°21

1% partie

1°) La méthode de CASTIGLIANO est analytique, celle de MAXWELL-MOHR matricielle.

L2 L
| “l Y
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2" partie

[D]EO- = [f ]EO- [P]Eo- [

Lor
D.| _1]|% & |R
0. ELL LR
6 2
ou
déf = P12L +P1F)2L2+PZZL3
12El,  6El,  2El,
2°)p, =P _ gn
L
3°)p, = AL _0.032rd
9EI,

Elément 1

,
i/ V?
Element 1

0
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[K]=500

2°)
£, ] (96 24 -96 24 0 O] 0]
0 24 8 -24 4 0 06,
£, _500—96 -24 108 -18 -12 6| O
144 24 4 -18 12 -6 2|6,
. 0o 0 -12 -6 12 -6|0
0 | 0 0 6 2 -6 4]60,]
3°)
134 500j ]Z g ZZI Oz1=0z; ==00I6rd
= zz _
5 0 2 4o 6,,=0032rd
[ F,=192] (96 24 -96 24 0 O] O |
24 8 -24 4 0 0 |-0016
F,=-144 _500—96 -24 108 -18 -12 6 0
144 B 24 4 -18 12 -6 2| 0032
F, =48 0 0 -12 -6 12 -6| 0
0 | 0 0 6 2 -6 4|-0015
4°)
v(x):[A][ e] avec [A]={1—3—";2+2—)§3 X_Z_XZ+X_: 3_’52_2_’3(3 _X_2+X_:}
£ L L L L L L L
L, S E R
X=o L=dm [A]‘[z 8 2 8}
0
1 17 1 I 17 0032
vi=)=1= = = —-= =0.006m = 6mm
(2) [2 8§ 2 8} 0

-0.016
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PROBLEME N°22

Hw

1 partie
La poutre AB de longueur L et de section rectangulaire (b x h) repose sur deux appuis,
comme indiqué sur la figure ci-dessous. Une force Eesf appliquée au milieu de la poutre.

On se propose de déterminer I'équation de la déformée de cette poutre en flexion par la
méthode de Maxwell-Mohr. (On négligera l'effet de I'effort tranchant devant celui du
moment fléchissant).

Pour cela, on applique une force verticale ficﬂveg en un point D. La distance AD est
variable. Le paramétre correspondant est AD=x (O<x<L/2).

. P
P, l

A
N
>
AN
>
W
N

vITl L2 IT

0~

Justifier le choix d'introduire cette force fictive afin de déterminer I'équation de la
déformée de la poutre.
En associant la force P, a lI'état #1 et la force P, al'état #2, écrire la relation entre le

vecteur des charges, le vecteur des déplacements et la matrice de flexibilité.
Calculer les termes de flexibilité nécessaires a la résolution du probléme.
Déterminer I'équation de la déformée de la poutre.

En déduire la position et la valeur de la fleche maximale.

kY

2" partie

La poutre de la 1 partie est désormais encastrée en A. Une force verticale P, est

appliquée en son centre (point £). Un couple 52 porté par l'axe I est appliquée a son
extrémité (point B).

Données numériques : L = 500 mm £E=210 000 MPa

b= 20 mm A =30 mm K=10°N/m | P-| = 1000 Nm
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P
b P,
A
z p NI
c B 3
vIT L/2 L/2 IT

On utilisera la méthode de Castigliano. (On négligera l'effet de l'effort tranchant
devant celui du moment fléchissant).

1. Déterminer l'expression littérale de I'énergie de déformation stockée dans la poutre
ABC. Puis I'écrire sous la forme

_ 2 2
w,, = o.P° +B.P° + vP.P,
Dans la suite du probléme, on utilisera les variables a, 8, y dans les développements.

2. Calculer (forme littérale et application numérique) la fleche en B et C pour la méme
poutre dans la configuration suivante

b R=0 P,
A
B 3
vIrl IT

3. Calculer (forme littérale et application numérique) la fleche en B et la réaction en C pour
la méme poutre dans la configuration suivante

e

P,

o h %\I
B 3

vIr L/2 L/2 IT

A

4. Calculer (forme littérale et application humérique) la fleche en B et en C, ainsi que la
réaction en C pour la méme poutre dans la configuration suivante (le ressort a une
raideur K).En dehors de tout chargement, le ressort n'exerce aucune force sur la
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poutre)
b
I 4 ¢
< h
vIT L2 L/2
Réponses: 1°* partie

2,

2" partie

REPONSES N°22
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ANNEXE A1. INTEGRALES DE MOHR

Al.1 DEFINITION:

Les intégrales de MOHR sont des intégrales du type:

L = [ y1(xy, (x)dx

ou encore
L 2
=] y*(x)dx

Les résultats de ces intégrales sont donnés dans une table (voir pages suivantes) pour des
combinaisons de diverse fonctions yi(x) et y2(x) linéaires ou du second degré.

Al.2 UTILISATION DE LA TABLE:

1°) Intégrales de type MMx.
Soit a calculer I'intégrale du type I; du produit des deux fonctions y; et y; linéaires données
par leur représentation graphique ci-dessous. Les quantités M;, My sont positives.

y

M, (Yl) M, y1(X)

My

Vérification:

y](X):—AZ’X-i-/M,

M
YZ(X):TkX
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L= [y (x)y.(x)dx =] (——x+A4 )—xdx

[ MM MM, MML MML
I}‘[ 32 T YT 3 T2
MM,L

6

MM
L

I, =

2°) Intégrales de type M7.
Soit d calculer I'intégrale du type I, de la fonction linéaire y au carré donnée par sa
représentation graphique ci-dessous.

Ay
y(x)
M; o2y - g2
) L=y dx = ML

0 L

Vérification:
M,

y,(x) = X

ooy it M2 _M/ZL
Iz—jaydx— LX) ax = 3
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A1.3 TABLE D'INTEGRATION : Intégralesde MOUR (type Mi M)
[
™M
My M; Mi
Mg
L L Lo Ly ]
M
W Mi Mk L %Mi!-!k]_. %HinL
L
—
MK i, 1 1. i
— Mi Mk L T Mi Mk L = Mi Mk L “MIMKL{1+X")
i 2 3 A 6 =
L L
/"‘;‘
1 1 1 1 :
o] 3 MMk L g Mi Mk L L MMk L ML (1+X)

— ;

k %Mi Mk L ém Kk L, % Mi Mk L
| Ls LA =].
d . . . ém[ni(ug')
MK' MoASMUOM T ) L | aMiC2MIHMY L | MiCHY 47 L L
i +K]2 Kk & kK k I Kk
M (14X
L kTR
Y - e —————— -
Mo ]‘ - 1 L}
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Intégrales de MOHR (rype MiMk)
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ANNEXE A2. MOMENTS FLECHISSANTS DANS

QUELQUES CAS SIMPLES :
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