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Résumé - Espaces vectoriels et normes

Structure d’espace vectoriel On appelle espace vectoriel sur R (ou R-espace vectoriel)
un ensemble £ muni de deux lois :

e une loi interne, notée + telle que (E,+) soit un groupe commutatif. L’élément nul est

noté Og.

e une loi externe, notée . qui est une application de R x E dans F vérifiant :
V(o,3) EREVz € B, (a+fB)-v=a-v+ 8o
VaeRV(z,y) e X a-(z+y)=a-2+a-y
Y(o,8) ER:EVz € B o (B-2) = (afB) @
Vee E,1-x=ux.

Les éléments de E sont appelés des vecteurs et les éléments de R sont appelés des scalaires.

Produit scalaire Soit F un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute
application (-,-) : E x E' — R vérifiant les propriétés suivantes :

e clle est bilinéaire : pour tous z,y,z € F et tout A € R, on a
(x4 Ay, 2) = (z,2) + My, 2)
(7, Ay + 2) = Ma,y) + (2, 2)

e elle est symétrique : pour tous z,y € F, on a (x,y) = (y, x).

e clle est définie positive : pour tout € E, on a (z,z) > 0 et de plus (z,z) = 0 si et
seulement si x = 0.

Un R-espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire et de dimension finie s’appelle un
espace euclidien.

On pose, pour z € E, ||z]| = \/(z,z), qu’on appelle norme associée au produit scalaire.
| - || et (-,-) vérifient certaines relations semblables aux identités remarquables.

Identités remarquables et inégalités importantes Pour tout z et y dans F
e Identité remarquable : ||z + y|*> = [|z||* + [Jy||* + 2(z, y).
e On en déduit : 20z, ) = [l + y|* — o> — y]>

e Inégalité de Cauchy-Schwarz : Vz,y € E, |(z,y)| < ||z|| x ||y]|-
On a égalité si et seulement si x = 0 ou s’il existe A € R tel que y = Ax.

e Inégalité triangulaire : ||z + y|| < ||z|| + ||yl
avec égalité si et seulement si x = 0 ou s’il existe A > 0 tel que y = A\z.
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Norme Une application || - || : £ — R, est appelée une norme si elle vérifie les trois
propriétés suivantes :

e Pour tout z € E,|jz]| =0 <= 2 = 0.
e Pour tout z € E et tout A € R, ||Az|| = |A| - [|z|| (homogénéité).

e Pour tout z,y € E, ||z +y| < ||z| + ||y|| (inégalité triangulaire).

On dit alors que (E, || - ||) est un espace vectoriel normé.

On peut avoir un espace vectoriel avec une norme et sans produit scalaire (c’est le
cas de L').
Le méme espace vectoriel peut avoir plusieurs normes.

On a aussi : pour tous z,y € F, on a |||z]| — ||y||| < ||z — y|| (conséquence de 'inégalité
triangulaire).
Distance Si (E, | -||) est un espace vectoriel normé, 'application d : E x E — R, définie
par d(z,y) = ||x — y|| est appelée distance associée a la norme || - || sur E. Elle vérifie les

propriétés suivantes :
V(z,y) € B> d(z,y) =0 <=z =1y
WW(z,y) € E*,d(z,y) = d(y, )
V(z,y,2) € E® d(x,2) < d(x,y) +d(y, 2).

Exemples classiques
Sur R™ : définissons pour = = (x1,...,2,)

]l = |21 4 - - + 20|

lella = /sl + -+ + foa

[2]lcc = max (1], ..., [za])
Alors ||« |[1, || - [|2, et || - ||oo SONt trois normes sur R™.
Sur 'espace des fonctions continues a valeurs dans R : soit / = [a,b] un segment et

E =C(I,R). Pour f € E, on pose
b b 1/2
= [ ol k= ([ 1r0ra) 1l = sl
Alors || - |l1, || - ||2 et || - ||co sONE trois normes sur E.
C’est le méme principe pour les probabilités avec les normes |- |1, || |l2, || |lc !

Remarque : Tout est décrit ici en considérant R, mais les mémes notions existent sur C.



